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1 随机事件与概率

1.1 随机事件及其运算

1.1.1 随机试验与随机事件

非确定性现象也称随机现象. 随机现象可以通过随机试验来研究. 所谓随机试验是指对随机现象的
一次观测. 把随机试验记为 E. 随机试验具有如下特点: 1. 在相同的条件下试验可重复进行; 2. 每次试
验具有多种结果, 但试验之前可知道试验的所有可能结果; 3. 每次试验会出现这些可能结果之一, 但试
验前不能确定哪一个结果会出现.
在随机试验 E 中, 把所有可能结果的集合称为样本空间, 记为 ! . 样本空间的元素, 即 E 的每个可

能结果称为基本事件或称样本点, 记为 e .
随机事件是可能发生也可能不发生的事件. 从随机试验的角度, 可以把随机事件定义为样本空间 !

的子集合. 随机事件常记为 A,B,C 等. 随机事件可以简称为事件.
随机事件的发生: 该随机事件所包含的某个样本点在随机试验 E 中出现, 则称该随机事件发生.
两个特殊的事件:
必然事件: 样本空间 ! . 因为每次试验必有 ! 中的样本点出现, 因此 ! 必然发生.
不可能事件: 空集 Φ . 因为 Φ 不含 ! 中任何样本点, 每次试验都没有 ! 中的样本点出现, 因此 Φ

不可能发生.

1.1.2 事件间的关系及运算

设 ! 是给定的样本空间, 此样本空间上的随机事件为 A,B,C,Ak(k = 1, 2, ...).
由于随机事件定义为样本空间 ! 的子集合, 因此事件的关系与运算和集舍的关系与运算是一致的
常用 Venn 图来表示事件的关系与运算. 即用矩形表示样本空间 ! , 用 ! 内的儿何图形表示随机

事件.
(一) 事件间的关系

1. 包含关系
如果事件 A 发生必导致事件 B 发生, 则称事件 B 包含事件 A , 记 B ⊃ A.
2. 互不相容关系
若事件 A 与 B 不可能同时发生, 则称 A,B 互不相容 (或互斥). 此时,A 与 B 没有共同的样本点.
3. 相等关系
若 B ⊃ A, 且 A ⊃ B , 则称 A 与 B 相等, 记为 A = B. A,B 相等时, 两事件的样本点完全相同.

(二) 事件的运算
1. 事件的并
事件 A 与 B 至少发生一个所构成的事件称为 A 与 B 的并, 记为 A∪B . A∪B 的样本点由 A 与

B 的样本点合并而成.
推广: 事件 A1, A2, ..., An 至少发生一个的事件称为 A1, A2, ..., An 的并, 记为 A1 ∪A2 ∪ ... ∪An 或

n⋃

i=1

A.

2. 事件的交
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事件 A 与 B 同时发生的事件称为 A 与 B 的交, 记为 A ∩B 或 AB.A ∩B 的样本点由 A 与 B 共

同的样本点组成.
推广:事件 A1, A2, ..., An 同时发生的事件称为 A1, A2, ..., An 的交,记为 A1∩A2∩ ...∩An 或

n⋂

i=1

A.

3. 事件的差
事件 A 发生而 B 不发生的事件称为 A 与 B 的差, 记为 A → B. A → B 的样本点由 A 中除去 B

的样本点组成.
4. 对立事件
A 不发生的事件称为 A 的对立事件, 记为 Ā. Ā 的样本点由 ! 中除 A 以外的样本点组成.
注意如下等式:
(1) A = (A→B) ∪AB.
(2) A∪B = A∪ (B →A) = (A→B)∪AB ∪ (B →A), 第二个等式表示 A∪B 可以分为互不相容的

三个部分.
(3) A→B = A→AB = AB, 第二个等式表示事件的差可以用事件的交表示.
(4) Ā = !→A,A ∪A = !.
可以证明事件的运算满足以下的运算律:
交换律:A ∪B = B ∪A,A ∩B = B ∩A;
结合律:(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);
分配律:A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);
德摩根 (De Morgan) 定律: ¯A ∪B = Ā ∩ B̄, ¯A ∩B = Ā ∪ B̄.
可以推广到 n 个的情形:

¯A1 ∪A2 ∪ ... ∪An = Ā1 ∩ Ā2 ∩ ... ∩ Ān,

¯A1 ∩A2 ∩ ... ∩An = Ā1 ∪ Ā2 ∪ ... ∪ Ān.

1.2 事件的概率及性质

1.2.1 频率与概率

对于一个随机事件, 希望知道其发生可能性的大小. 我们可以通过随机试验 E 来了解这一可能性.
设随机事件 A 在 n 次重复试验中共出现 nA 次, 将其比值 nA/n 定义为 A 发生的频率, 记为 fn(A). 即

fn(A) =
nA

n
.

直观上看, 频率可以在一定程度上反映事件发生可能性的大小.
事件 A 频率具有如下性质:
(1) 0 ≤ fN (A) ≤ 1;
(2) fn(!) = 1; (3) 若 A1, A2, ..., An 互不相容, 则

fn

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

(Ai).
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频率的稳定性 在 n 次试验中, 随着试验次数 n 的增加, 事件的频率将在某个数值 p 附近稳定地摆

动, 一般来说,n 越大, 摆动的幅度越小. 此数值可以定义为 A 发生的概率, 称为统计概率.

1.2.2 概率的定义及性质

1933 年, 苏联数学家柯尔莫哥洛夫提出了概率的公理化定义, 即通过规定概率应具有的基本性质来
定义概率. 柯尔莫哥洛夫提出的公理很简洁, 但在此基础上建立起了概率论的理论体系.
定义 1.1 设 E 是随机试验,! 为其样本空间. 对于 E 的每一个随机事件 A, 对应一个实数 P (A) 如

果集合函数 P (·) 满足:
(1) 非负性 P (A) ≥ 0;
(2) 规范性 P (!) = 1;
(3) 可列可加性 若 A1, A2, ..., An, ... 两两互不相容, 则

P

( →⋃

i=1

Ai

)
=

→∑

i=1

P (Ai).

则称 P (A) 为事件 A 的概率.
利用概率的公理化定义, 可以得到概率的一些性质.
性质 1 P (Φ) = 0.
证明 ! = ! ∪ Φ ∪ Φ ∪ Φ..., 由可列可加性

P (!) = P (!) + P (Φ) + P (Φ) + P (Φ) + ...,

从而有 P (Φ) = 0.

性质 2 若 A1, A2, ..., An 为 n 个两两互不相容事件, 则有

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai).

证明 在可列可加性中, 取 An+1 = An+2 = ... = Φ, 因为 P (Φ) = 0, 得证.
性质 3 对任意两事件 A,B 有

P (A→B) = P (A)→ P (AB).

证明 因为 A = (A→B) ∪AB. 而 A→B 与 AB 互不相容, 由性质 2,

P (A) = P (A→B) + P (AB),

从而

P (A→B) = P (A)→ P (AB).

同理 P (B →A) = P (B)→ P (AB).

当 A ⊃ B 时,P (AB) = P (B). 从而 P (A→B) = P (A)→ P (B) 且 P (A) ≥ P (B).
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性质 4 对任意两事件 A,B 有加法定理

P (A ∪B) = P (A) + P (B)→ P (AB).

证明 因为 A ∪B = A ∪ (B →A). A 与 B →A 互不相容, 再由性质 3, 得到

P (A ∪B) = P (A) + P (B →A) = P (A) + P (B)→ P (AB).

利用归纳法, 可推广到 n 个事件的加法定理

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai)→
∑

1≤i<j≤n

P (AiAj) +
∑

1≤i<j<k≤n

P (AiAjAk) + ...+ (→1)n−1P (A1A2...An).

性质 5 对任意事件 A,P (Ā) = 1→ P (A).

证明 A ∪ Ā = !, A ∩ Ā = Φ, 由性质 2 得

1 = P (!) = P (A ∪ Ā = P (A) + P (Ā)).

从而 P (Ā) = 1→ P (A).

以上概率性质中的公式, 也可在 Venn 图中得到反映. 只要定义 ! 的面积为 1, 某事件在 Venn 图的
面积对应其概率.

1.3 等可能概型 (古典概型)

有一类随机试验, 具有如下特点:
(1) 样本空间 ! 的样本点个数为有限个;
(2) 样本空间中的每个基本事件 (样本点) 发生的可能性相同.
把这类随机试验称为等可能概型, 由于它是概率论发展初期的主要研究对象, 又称为古典概型.
设随机试验 E 为等可能概型, 若其样本空间. 含有 n 个样本点, 而事件 A 含有 m 个样本点, 则事

件 A 的概率为

P (A) =
m

n
=

A包含的样本点数

样本点总数
.

这样的定义是合理的. 设 ! = {e1, e2, ..., en}, 由于等可能,P (ei) = 1/n. 设 A 含有 m 个基本事

件,A = {ei1, ei2, ..., eim}, 则

P (A) = P (ei1) + P (ei2) + ...+ P (eim) =
1

n
+

1

n
+ ...+

1

n
=

m

n
.

例 1.1 袋中有 a 只白球,b 只红球. 从中将球依次取出, 问第 k 次取出的球是红球的概率是多少?
解 样本点总数为 a+ b 只球依次排列的所有种数 (a+ b)!. 设 A: 第 k 个为红球, 则第 k 个红球有

b 种选择, 其余 a+ b→ 1 个位置共有 (a+ b→ 1)! 种排法. 因此,A 包含样本点数为 b(a+ b→ 1)!. 得到

P (A) =
b(a+ b→ 1)!

(a+ b)!
=

b

a+ b
.
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注意此结果与 k 无关. 由此引申出” 抽签原理”. 即袋中有 a 只白球,b 只红球. 若干人依次从中各取
一球, 取后不放回, 则任一人取得红球的概率相等, 都是 b

a+b .
例 1.2 N 件产品, 含 M 件次品, 其余为正品. 现从中任意取出 n 件, 按不放回抽样和有放回抽样

两种情况, 分别求其中恰有 k(k ≤ M) 件次品的概率.
解 不放回抽样, 每次取出不放回, 继续抽下一件. 样本点总数为 N 件产品取出 n 件的所有取法

Cn
N . 恰有 k 件次品, 则同时取 n→ k 件正品, 取次品有 Ck

M 种取法, 取正品有 Cn−k
N−M 种取法. 因此所求

概率为

p =
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

.

有放回抽样, 每次取出放回, 再任取下一件. 样本点总数为从 N 件产品中有放回地抽取 n 件的排列

种数 Nn. 恰有 k 件次品的取法, 取出的 n 个排成一列, 在 n 个位置选 k 个位置放次品 Ck
n 种, 每个次

品有 M 种取法, 取次品共 Ck
nM

k 种; 取 n→ k 个正品,(N →M)n−k 种. 因此所求概率为

p =
Ck

nM
k(N →M)n−k

Nn
= Ck

n

(
M

N

)k (
1→ M

N

)n−k

.

注意, 第二个等号后的写法正好对应后面所讲的独立重复试验概型.
例 1.3 将 n 只小球随机放入 N 个盒子 (N ≥ n) 时, 求以下概率: (1) 事件 A: 恰有 n 个盒子每盒

1 球; (2) 事件 B: 某指定的 n 个盒子中各有 1 球.
解 样本点总数:n 只球放入 N 个盒子, 共有 N ×N × ...×N = Nn 种放法.
(1)n 个盒子是可选的, 共有 Cn

N 种.n 个球放入 n 个盒子有 n! 种, 因此 A 含有 Cn
Nn! 个样本点, 则

P (A) =
Cn

N · n!
Nn

(2) 盒子指定, 只需放入 n 个球, 有 n! 种放法.B 含 n! 个样本点, 因此

P (B) =
n!

Nn
.

本例的概率模型有很多应用, 如统计物理中的麦克斯韦-玻尔兹曼统计, 玻色-爱因斯坦统计. 以下的
生日问题同样可以用这一模型解决.
例 1.4 某班级有 n 个同学, 求至少两人生日相同的概率. 假设每人的生日在 365 天中任一天等可

能. 解 设 A: 至少 2 人生日相同.A 是一个复杂的事件. 考虑 A 的对立事件:n 个同学生日都不同. 这相
当于将 n 球放入 N = 365 个盒子, 使得恰有 n 个盒子每盒 1 球. 按例 1. 3(1) 的情形, 此概率为

P (Ā) =
Cn

N · n!
Nn

.

因此

P (A) = 1→ Cn
N · n!
Nn

.

可以求得,n = 23 时,P (A) = 0.507. 已经超过一半;n = 50 时,P (A) = 0.97. 这个概率比直观感觉要
大.
例 1.5 设有 k 个盒子, 每个盒子装有号码 1 到 n 的 n 个球. 现从每个盒子中任取一球. 求取得的 k
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个球中最大号码为 m 的概率.
解

P (A) =
mk → (m→ 1)k

nk
.

1.4 几何概率

古典概型中要求样本空间中的样本点总数有限. 而很多实际问题中, 样本空间中的样本点无限, 但
各样本点仍具有等可能的特点. 这种情况下, 可以用几何方法计算概率.
定义 1.2 若随机试验的样本空间 ! 对应一个度量有限的几何区域 S, 且所有的基本事件与 S 内的

点一一对应, 则任一随机事件 A 对应 ! 中的某一子区域 D. 若事件 A 的概率只和 A 对应的区域 D 的

度量成正比, 与 D 的形状及 D 在 S 中的位置无关.A 发生的概率定义为

P (A) =
m(A)

m(!)
=

A对应区域D的度量

!对应区域S的度量
.

这样计算的概率称为几何概率.
例 1.5(会面问题) 甲乙两人约定 8 点到 9 点间随机到达某地会面, 两人约定先到者等候另一人 15

分钟, 过时则离去. 求两人能会面的概率.
解 以 x, y 表示甲乙的到达时刻, 则样本空间 ! = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 60, 0 ≤ y ≤ 60} (分钟), 为边

长 60 的正方形. 设 A 为两人能见面, 则 A = {(x, y) | | x→ y |≤ 15}.A 为图 1 中的阴影部分.

P (A) =
m(A)

m(!)
=

602 → 452

602
=

7

16
.

图 1
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例 1.6 (布丰投针问题) 平面上有等距离的平行线, 平行线间的距离为 a. 向此平面投掷一枚长为
l(l < a) 的针, 求针与任一平行线相交的概率.
解 设 M 为针的中点,M 点到最近平行线的距离为 x, 针与平行线的夹角为 θ, 如图 2 所示. 针的

位置可由 (x, θ) 决定, 可得样本空间

! = {(x, θ) | 0 ≤ x < a/2, 0 ≤ θ ≤ π} .

设 A: 针与任一条平行线相交. 其充要条件为

x ≤ l

2
sin θ.

从而 A =
{
0 ≤ x ≤ l

2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ π
}
, 如图 2 所示.

P (A) =
m(A)

m(!)
=

∫ π

0

l

2
sin θdθ

aπ/2
=

2l

aπ
.

图 2

根据以上结果可以利用随机试验的方法求 π 的近似值. 设 n 次投针试验中, 针与平行线相交 m 次.
当 n 较大时, 以频率 m/n 作为 P (A) 的近似值, 代入上式, 得

m

n
≈ P (A) =

2l

aπ
.

从而得到 π ≈ 2ln

am
.

1.5 条件概率

1.5.1 条件概率

除了考虑事件 A 发生的概率, 经常还需要考虑在另一事件 B 发生的情况之下, 事件 A 发生的概率.
这一概率称为条件概率, 即 B 发生的条件下事件 A 发生的概率, 记为 P (A | B).
应当怎样求得条件概率 P (A | B), 我们作如下分析.
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在古典概型之下, 假设样本空间 ! 含有 n 个样本点, 事件 A 含有 i 个样本点, 事件 B 含有 m 个样

本点, 事件 AB 含有 k 个样本点.
显然

P (A) =
i

n
, P (B) =

m

n
,P (AB) =

k

n
.

考虑 B 发生的条件下 A 发生的概率. 既然 B 已经发生, 我们关心的样本点应当缩小至 B 的范围

内. 此时 B 可以看成缩小的样本空间, 记为 !B.A 在 B 内含有的样本点数 k( 即 AB 所含的样本点数)
与 B 所含样本点数 m 之比应为所求概率. 因此

P (A | B) =
k

m
=

k/n

m/n
=

P (AB)

P (B)
.

定义 1.3 设 A,B 为两个随机事件, 且 P (B) > 0, 称

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
.

为在事件 B 发生的条件下, 事件 A 发生的概率.
由条件概率定义, 容易验证条件概率 P (· | B) 满足概率定义中的三个条件:
(1) 非负性 对任意事件 A,P (A | B) ≥ O;
(2) 规范性 P (! | B) = 1;
(3) 可列可加性 若 A1, A2, ..., An, ... 两两互不相容, 则

P

( →⋃

i=1

Ai | B
)

=
→∑

i=1

P (Ai | B).

因此, 定义 1.3 中推导的概率性质, 对条件概率仍然适用. 例如, 对任意两事件 A1, A2 有

P (A1 ∪A2 | B) = P (A1 | B) + P (A2 | B)→ P (A1A2 | B).

P (A1 →A2 | B) = P (A1 | B)→ P (A1A2 | B).

1.5.2 乘法公式

由条件概率公式可以得到, 当 P (B) > 0 时,

P (AB) = P (B)P (A | B).

这称为乘法公式. 对称地还可得到, 当 P (A) > 0 时,

P (AB) = P (A)P (B | A).

乘法公式可以推广到多个的情况

设 A1, A2, ..., An 为 n 个随机事件, 当 P (A1A2...An) > 0 时,

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)...P (An | A1, A2...An−1).
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利用乘法公式, 可以把复杂的交事件的概率化为简单事件的概率来求解.
例 1.7 一串钥匙 n 把, 只有一把能开门, 任取一把开门, 用后分开, 求第 k 次才打开门的概率.
解 设 Ai是第 i次不能打开门的事件.(i = 1, 2, ..., k).则第 k次才打开门的事件为 A1A2...Ak−1Āk.

P (A1A2...Ak−1Āk) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)...P (Ak−1 | A1, A2...Ak−2)P (Āk | A1, A2...Ak−1)

=
n→ 1

n
· n→ 2

n→ 1
· n→ 3

n→ 2
· ... · n→ (k → 1)

n→ (k → 2)
· 1

n→ (k → 1)
=

1

n
.

此结果与 k 无关. 这也与抽签原理相符合.

1.5.3 全概率公式与贝叶斯公式

一些复杂事件的概率计算往往需要将复杂事件划分为若干个互不相容的简单事件的井,然后再分别
计算简单事件的概率, 根据概率可加性得到结果. 全概率公式就是这一想法的实现.
定义 1.4 若 n 个事件 A1, A2, ..., An 满足

(1) A1, A2, ..., An 两两互不相容;
(2) A1 ∪A2 ∪ ... ∪An = !.
则称 A1, A2, ..., An 为样本空间 ! 的一个划分或完备事件组.
若事件 A1, A2, ..., An 为完备事件组, 则在随机试验的每次试验中,A1, A2, ..., An 必发生一个且仅发

生一个.
定理 1.1(全概率公式) 设 A1, A2, ..., An 为完备事件组, 则对事件 B 有

P (B) =
n∑

i=1

P (AkP (B | Ak)).

证明 因为 A1 ∪A2 ∪ ... ∪An = !, 可得:B = !B =

(
n⋃

k=1

Ak

)
B =

n⋃

k=1

AkB, 如图 3 所示.

图 3

P (B) = P

(
n⋃

k=1

AkB

)
=

n∑

k=1

P (AkB) =
n∑

k=1

P (Ak)P (B | Ak).
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例 1.8 甲袋有 5 个球 (3 红 2 白), 乙袋有 8 个球 (4 红 4 白), 现从甲袋任取 2 球放入乙袋, 再从乙
袋任取 1 球, 问取白球的概率?
解 从甲袋取出 2 球有 3 种情况, 设 A1: 取出 2 白球;A2: 取出 2 红球;A3: 取出 1 红球和 1 白球.

设 B: 最后取白球. 则

P (A1) =
1

C2
5

=
1

10
, P (A2) =

C2
3

C2
5

=
3

10
, P (A3) =

C1
3C

1
2

C2
5

=
6

10
.

A1 发生, 则乙袋内 4 红 6 白,P (B | A1) =
6

10
, 同理 P (B | A2) =

4

10
,P (B | A3) =

5

10
.

所以

P (B) =
n∑

k=1

P (Ak)P (B | Ak) =
1

10
× 6

10
+

3

10
× 4

10
+

6

10
× 5

10
=

48

100
.

例 1.9 设甲袋有 N → 1 只白球和 1 只黑球, 乙袋中有 N 只白球. 若每次从甲, 乙两袋中各取一球
交换, 记 Ak 为经过 k 次交换后黑球仍在甲袋中, 证明:

P (Ak+1) =
1

N
+

(
1→ 2

N

)
P (Ak), k = 1, 2, ...

证明 Ak 表示 k 次交换后黑球仍在甲袋, 因此,Ak 发生时, 甲袋有 N → 1 只白球和 1 只黑球, 此后
若 Ak+1 发生, 等价于从甲袋取出白球; Āk 发生时, 乙袋有 N → 1 只白球和 1 只黑球, 此后若 Ak+1 发

生, 等价于从乙袋取出黑球, 因此

P (Ak+1 | Ak) =
N → 1

N
,P (Ak+1 | (̄Ak)) =

1

N
.

由全概率公式

P (Ak+1) = P (Ak)P (Ak+1 | Ak) + P (Āk)P (Ak+1|Āk
)

= P (Ak)
N → 1

N
+ [1→ P (Ak)]

1

N

=
1

N
+

(
1→ 2

N

)
P (Ak).

在全概率公式 P (B) =
n∑

i=1

P (AkP (B | Ak)) 中, 事件 A1, A2, ..., An 可以看成事件 B 发生的原因,B

看成结果,P (Ak) 称为先验概率. 若事件 B 已发生, 此时考虑事件 Ak 发生的概率, 即 P (Ak | B). 它反
映了结果发生时, 各个原因发生的可能性大小, 称为后验概率.
定理 1.2 设 A1, A2, ..., An 为完备事件组, 则对事件 B 有

P (Ai | B) =
P (Ai)P (B | Ai)

n∑

k=1

P (Ak)P (B | Ak)

.
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证明

P (Ai | B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)
n∑

k=1

P (Ak)P (B | Ak)

.

例 1.10 前面取球的例子: 己知最后从乙袋取出白球, 问从甲袋放入乙袋的 2 球都是红球的概率是
多少?
解 按前例假设, 已知 B 发生, 求 A2 发生的概率, 即求 P (A2 | B). 由贝叶斯公式,

P (A2 | B) =
P (A2B)

P (B)
=

P (A2)P (B | A2)
3∑

k=1

P (Ak)P (B | Ak)

=

3

4
× 4

10
48

100

=
12

48
.

同理, 还可求 P (A1 | B) =
6

48
, P (A3 | B) =

30

48
.

由此可见, P (A1 | B) + P (A2 | B) + P (A3 | B) = 1. 这说明 B 发生时,A1, A2, A3 必发生且仅发生

一个, 与 A1, A2, A3 是完备事件组相符合.
例 1.11 一批产品中有 96% 是合格品. 现有一种简化的检查方法, 它把合格品判为合格品的概率为

0.98, 而将不合格品误判为合格品的概率为 0.05, 任取一件产品. (1) 求用此方法检查出合格品的概率;
(2) 求检查出的合格品确为合格品的概率.
解 任取一件产品, 设事件 A: 取到合格品,Ā 取到不合格品. 设事件 B: 判为合格品.
则 (1) 求 P (B); (2) 求 P (A | B).
(1) P (A) = 0.96,P (Ā) = 0.04,P (B | A) = 0.98, P (B | Ā) = 0.05, 由全概率公式,

P (B) = P (A)P (B | A) + P (Ā)P (B | Ā)

= 0.96× 0.98 + 0.04× 0.05

= 0.942.

(2) 由贝叶斯公式,

P (A | B) =
P (A)P (B | A)

P (A)P (B | A) + P (Ā)P (B | Ā)
=

0.96× 0.98

0.9428
= 0.9979.

例 1.12 某学生接连参加同一课程的两次考试, 第一次及格的概率为 p. 若第一次及格则第二次及
格的概率也为 p; 若第一次不及格则第二次及格的概率为 p/2. (1) 若至少一次及格则他能取得某种资
格, 求他取得资格的概率; (2) 若他第二次已经及格, 求他第一次及格的概率.
解 设 Ai 为他第 i 次考试及格 (i = 1, 2) ,B 表示他取得资格. 由题意

P (A1) = P (A2 | A1) = p, P (A2 | Ā1) = p/2.
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(1)

P (B) = P (A1 ∪ P2) = P (A1 ∪ Ā1A2) = P (A1) + P (Ā1A2)

= P (A1) + P (Ā1)P (A2 | Ā1) = p+ (1→ p)
p

2
=

3

2
p→ 1

2
p2.

(2)

P (A1 | A2) =
P (A1A2)

P (A2)
=

P (A1)P (A2 | A1)

P (A1)P (A2 | A1) + P (Ā1)P (A2 | Ā1)

=
p · p

p · p+ p

2
(1→ p)

=
2p

p+ 1
.

1.6 独立性

1.6.1 独立性定义

两个随机事件 A 和 B, 若 B 发生时 A 发生的概率 P (A | B) 与 A 发生的概率不相同, 即 P (A |
B) ⇒= P (A) , 则可认为 B 的发生对 A 的发生有影响. 若 P (A | B) = P (A), 则可认为 B 的发生对 A 的

发生没有影响. 这就引出了独立性的概念.
定义 1.5 设 A,B 是两个随机事件, 若满足等式

P (AB) = P (A)P (B).

则称事件 A,B 相互独立, 简称 A,B 独立.
定理 1.3 若随机事件 A 与 B 相互独立, 则 Ā 与 B,A 与 B̄,Ā 与 B̄ 也相互独立.
证明 先证 Ā 与 B 独立. 因为 A 与 B 相互独立, P (AB) = P (A)P (B).

P (ĀB) = P (B →A) = P (B)→ P (AB)

= P (B)→ P (A)P (B)

= [1→ P (A)]P (B) = P (Ā)P (B).

所以,A 与 B 独立 ⇒ Ā 与 B 独立. 再由 A 与 B 的对称性 ⇒ B 与 A 独立 ⇒ B̄ 与 A 独立. 同样由对
称性,A 与 B̄ 独立 ⇒ Ā 与 B̄ 独立.

1.6.2 多个事件的独立性

设 A,B,C 是三个随机事件, 若
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P (AB) = P (A)P (B)

P (BC) = P (B)P (C)

P (AC) = P (A)P (C)

P (ABC) = P (A)P (B)P (C)

则称三事件 A,B,C 相互独立.
一般, 对 n 个事件 A1, A2, ..., An, 如果下列等式成立

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj), 1 ≤ i < j ≤ n

P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak), 1 ≤ i < j < k ≤ n

· · ·

P (Ai1Ai2 ...Aim) = P (Ai1)P (Ai2)...P (Aim), 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n

· · ·

P (A1A2 · · ·An) = P (A1)P (A2) · · ·P (An)

则称事件 A1, A2, ..., An 相互独立.
注意, n 个事件 A1, A2, ..., An 相互独立, 需要 C2

n + C3
n + · · ·+ Cn

n = 2n → n→ 1 个条件. n 个事件

相互独立, 则其中任意 k(2 ≤ k ≤ n) 个事件也相互独立.
相互独立能推出两两独立, 反之不然.
补充: A1, A2, A3 两两独立, 则有 P ((A1 ∪A2)A3) = P (A1 ∪A2)P (A3).

证明 P ((A1∪A2)A3) = P (A1A3∪A2A3) = P (A1A3)+P (A2A3) = P (A1)P (A3)+P (A2)P (A3) =

(P (A1) + P (A2))P (A3) = P (A1 ∪A2)P (A3).

以下不加证明地给出分组独立性定理, 在讨论独立性问题时很有用处.
定理 1.4 设事件 A1, A2, ..., An 相互独立, 将其任意分为没有公共事件的 k 个组, 每个组任意作事

件运算, 得到一个新事件, 则这 k 个新事件相互独立.
n 个事件的加法定理很复杂, 但在事件 A1, A2, ..., An 相互独立情况下, 运算得到简化, 可以表示为

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An) = 1→ P (Ā1)P (Ā2) · · ·P (Ān).

推导如下

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An) = 1→ P ( ¯A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An)

= 1→ P (Ā1Ā2 · · · Ān)

= 1→ P (Ā1)P (Ā2) · · ·P (Ān).

例 1.13 设随机试验中某事件 A 发生的概率为 p , 试证明, 无论 p > 0 多么小, 只要不断独立重复
地做 n 次试验, A 迟早会发生的概率为 1.
证明 设 Ai 为第 i 次试验中 A 发生, 则 n 次试验 A 都不出现的事件为 Ā1Ā2 · · · Ān.
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P (Ā1Ā2 · · · Ān) = P (Ā1)P (Ā2) · · ·P (Ān)

= (1→ p)(1→ p) · · · (1→ p)

= (1→ p)n → 0.

则 n 次试验中 A 至少出现一次的概率

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An) = 1→ (1→ p)n → 1.

这一结论也称为小概率事件原理.

1.7 重复独立试验概型

有一类重要的独立重复试验概型, 具有如下特点:
(1) 每次试验只有两个结果,A 和 Ā, 且 P (A) = p, P (Ā) = 1→ p = q.
(2) 试验进行 n 次, 每次试验的结果相互独立.
这样的试验我们称为 n 重伯努利试验. 例如, 一枚硬币抛 n 次, 每次两个结果: 正面或反面向上. 或

者产品检验中的有放回抽样 n 次, 每次两个结果: 正品或次品. 这类试验中, 我们所关心的是, n 次试验
中 A 发生 k 次的概率. 一般, 我们有
定理 1.5 n 重伯努利试验中, A 发生 k 次的概率记为 Pn(k)

Pn(k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, ..., n; q = 1→ p.

注意,
n∑

k=0

Pn(k) =
n∑

k=0

Ck
np

kqn−k = (p+ q)n = 1.

例 1.13 利用独立重复试验概型, 解有放回抽样情形. 即 N 件产品, 含 M 件次品, 其余为正品. 现
从中任意取出 n 件, 按有放回抽样情况, 求其中恰有 k(k ≤ M) 件次品的概率.
解 有放回抽样 n 件, 可以看成做 n 次独立试验,E 为取到次品. 每件取到次品的概率为 p =

M

N
,

取到正品的概率 q = 1→ M

N
. 因而, 取到 k 件次品的概率为

Ck
n

(
M

N

)(
1→ M

N

)n−k

.

当 n 较大时, 计算可能不便. 例如, 做 n = 100 次独立试验,P (A) = p = 0.02 , 求 A 至少发生 40 次

的概率, 应为
100∑

k=40

Ck
1000.02

k0.98100−k, 计算复杂. 当 n 很大, p 很小时, 可以利用泊松定理近似计算, 并

可查泊松分布表方便计算.
定理 1.6 (泊松定理) 设 n 为正整数,λ = npn 为常数, 则对任意正整数 k 有

lim
n→→

Ck
np

k
n(1→ pn)

n−k =
λk

k!
e−ε.
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证明 pn =
λ

n
, 则

Ck
np

k
n (1→ pn)

(n−k) =
n(n→ 1) · · · (n→ k + 1)

k!

(
λ

n

)k (
1→ λ

n

)n−k

=
λk

k!

[
1 ·
(
1→ 1

n

)
· · ·
(
1→ k → 1

n

)](
1→ λ

n

)n(
1→ λ

n

)−k

.

对任意固定的 k, 当 n → ⇔, 有

1 ·
(
1→ 1

n

)
· · ·
(
1→ k → 1

n

)
→ 1,

(
1→ λ

n

)n

→ e−ε,

(
1→ λ

n

)−k

→ 1.

因此, lim
n→→

Ck
np

k
n(1→ pn)

n−k =
λk

k!
e−ε.

泊松定理中 λ = npn 为常数, 表示 n 很大时,pn 一定很小. 实际应用中, 常用泊松近似公式, 当 n 充

分大时,p 充分小时, 令 λ = np, 有

Ck
np

k(1→ p)n−k ≈ λk

k!
e−ε.

例 1.14 工厂有独立运行的同型设备 80 台, 每台发生故障的概率为 0.01, 发生故障时需一名维修人
员排除. 现有两种配备维修人员的方案. (1) 配备 4 人, 每人负责维修 20 台设备; (2) 配备 3 人, 共同负
责维修 80 台设备. 分别求设备发生故障而得不到及时维修的概率.
解 (1) 设 Xi 为第 i 人负责的 20 台设备中同时发生的故障数, 记 Ai = Xi ≥ 2, 当 Ai 至少发生一

个时, 设备得不到及时维修,P (Xi = k) = Ck
200.01

k · 0.9920−k.

P (Ai = P (Xi ≥ 2) = 1→ P (Xi ≤ 1) = 1→ 0.9920 → C1
200.01 · 0.9919 = 0.01686.

所求概率

P (A1 ∪ · · · ∪ A4) = 1→ P (Ā1) · · ·P (Ā4) = 1→ (1→ 0.01686)4 = 0.06575.

(2) 设 X 为 80 台设备中同时发生的故障数,X ≥ 4 发生时, 设备得不到及时维修.

P (X = k) = Ck
800.01

k0.9980−k.

所求概率

P (X ≥ 4) = 1→ P (X ≤ 3) = 1→
3∑

k=0

Ck
80 · 0.01k · 0.9980−k = 0.00866.

第二种情况中, 配备人员减少了, 但设备得不到及时维修的概率却下降了. 说明我们可以利用概率
论的方法解决实际问题.
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2 随机变量及其概率分布

2.1 随机变量及其分布函数

2.1.1 随机变量

随机试验按其结果可以分为两类: 一类与数值直接相关, 另一类与数值没有直接联系. 在第二类情
况中, 我们可以通过让随机试验的每一个结果对应一个实数的方法, 人为地使其与数值对应.
对随机试验的每个结果 e 总能用实数 x 与之对应. 由于试验结果的出现是随机的, 困而 X 的取值

也是一个随机变化的量. 我们称之为随机变量.
定义 2.1 设 ! = e 是随机试验的样本空间, 如果对每个 e ∈ !, 都对应一个单值实函数 X = X(e) ,

称 X 为随机变量.
我们一般以大写字母 X,Y, Z 等表示随机变量, 以小写字母 x, y, z 等表示实数.
随机变量与随机事件的关系: 随机变量在某范围内取值表示随机事件.
有一个常用的随机变量, 用于描述事件 A 发生的情况, 即定义

⎧
⎨

⎩
X = 1,若事件发生

X = 0,若事件不发生

X 可以看成一次试验中事件 A 发生的次数.
引入随机变量后, 我们就可以利用随机变量来描述随机现象, 对事件及事件概率的研究扩大为对随

机变量及其取值规律的研究. 有了随机变量, 我们还可以使用更多的数学工具.

2.1.2 随机变量的分布函数

对任意实数 x ,{X ≤ x} 可以表示随机事件, 其概率 P (X ≤ x) 与 x 有关, 对每个 x , 都有唯一的
概率值 P (X ≤ x) 与之对应, 从而构成函数关系, 记为 F (x) = P (X ≤ x). 显然, F (x) 是一个取值范围

在 [0, 1] 的普通函数.
定义 2.2 设 X 是一个随机变量, x 是任意实数, 称函数

F (x) = P (X ≤ x), →⇔ < x < ⇔.

为随机变量 X 的分布函数.
补充 利用了概率的连续性.P ({X ≤ x}) = P ( lim

ε→0+
{X ≤ x+ φ}) = lim

ε→0+
P (X ≤ x+ φ).

如果把随机变量的取值看成数轴上的一个点, 则 F (x) 表示随机变量 X 在区间 (→⇔, x] 取值的概

率 (图 4).

图 4
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例 2.1 某人射击命中率为 0.6 , 独立射击 2 枪, 命中 X 枪, 求 X 的分布函数.
解 独立射击 2 枪, 相当于做 2 次独立重复试验, 命中数 X 的可能取值为 0 , 1 , 2.

P (X = 0) = (1→ 0.6)2 = 0.16,

P (X = 1) = C1
2 · 0.6 · (1→ 0.6) = 0.48,

P (X = 2) = 0.62 = 0.36.

根据分布函数定义及概率可加性有

当 x < 0 时, X ≤ x 是不可能事件, F (x) = P (X ≤ x) = 0;
当 0 ≤ x < 1 时,X ≤ x ⇔ X = 0, F (x) = P (X ≤ x) = P (X = 0) = 0.16;
当 1 ≤ x < 2 时,X ≤ x ⇔ {X = 0} ∪ {X = 1} ,

F (x) = P (X ≤ x) = P (X = 0) + P (X = 1) = 0.16 + 0.48 = 0.64.

当 X ≥ 2 时, X ≤ x 是必然事件,F (x) = P (X ≤ x) = 1.

因此有

F (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 0

0.16, 0 ≤ x < 1

0.64, 1 ≤ x < 2

1, x ≥ 2

F (x) 图形为阶梯上升函数, 在 0 , 1 , 2 处有跳跃, 见图 5.

图 5

有了随机变量 X 的分布函数 F (x), 就可以用其描述 X 在某些范围取值的概率, 如对任意实数
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a, b(a < b) 有

P (a < X ≤ b) = P (X ≤ b)→ P (X ≤ a) = F (b)→ F (a),

P (X > b) = 1→ P (X ≤ b) = 1→ F (b),

P (X ≥ b) = 1→ P (X < b) = 1→ F (b-0).

补充 P (X < x) = P ( lim
ε→0+

{X ≤ x→ φ}) = lim
ε→0+

P (X ≤ x→ φ) = lim
ε→0+

F (x→ φ) = F (x→ 0).

故

P (a < X < b) = F (b→ 0)→ F (a)

P (a ≤ X < b) = F (b→ 0)→ F (a→ 0)

P (a < X ≤ b) = F (b→ 0)→ F (a)

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)→ F (a→ 0)

分布函数 F (x) 有如下基本性质:
(1) F (x) 为单调不减函数, 即对任意实数 x2 > x1, 有 F (x2) > F (x1).
证明 对 x2 > x1, F (x2)→ F (x1) = P (X ≤ x2)→ P (X ≤ x1) = P (x1 < X ≤ x2) ≥ 0.

(2) 0 ≤ F (x) ≤ 1, 且 F (→⇔) = lim
x→−→

F (x) = 0, F (+⇔) = lim
x→+→

F (x) = 1.

证明 lim
x→−→

F (x) = lim
x→−→

P (X ≤ x) = P ( lim
x→−→

{X ≤ x}) = P (Φ) = 0.

lim
x→+→

F (x) = lim
x→+→

P (X ≤ x) = P ( lim
x→+→

{X ≤ x}) = P (!) = 1.

(3) F (x) 为右连续, 即 F (x0 + 0) = lim
x→x0+0

F (x) = F (x0).

左不连续, 即 F (x) = P (X ≤ x) ⇒= lim
ε→0+

F (x→ φ) = P (X < x).

证明 lim
x→x0+0

F (x) = lim
x→x0+0

P (X ≤ x) = P ( lim
x→x0+0

{X ≤ x}) = P (X ≤ x0) = F (x0).

任一随机变量的分布函数 F (x)必满足以上三性质.反之,任一函数 F (x)具有以上三性质,则 F (x)

必定是某个随机变量的分布函数.

F (x)在x0处连续⇔ P (X = x0) = 0.

例 2.2 设随机变量 X 的分布函数为

(1)
F (x) = A+B arctanx, →⇔ < x < +⇔.

(2)

F (x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0, x ≤ →a

A+B arcsin(x/a), →a < x ≤ a

1, x ≥ a

试求常数 A,B.
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解 (1) 根据分布函数性质 (2),

0 = lim
x→−→

F (x) = lim
x→−→

(A+B arctanx) = A→ π

2
B.

1 = lim
x→+→

F (x) = lim
x→+→

(A+B arctanx) = A+
π

2
B.

解得

A =
1

2
, B =

1

π
.

(2) 根据分布函数的右连续性,
⎧
⎨

⎩
lim

x→−a+0
F (x) = F (→a)

lim
x→a+0

F (x) = F (a)
即

{
A+B arcsin(→1) = 0

A+B arcsin(1) = 1

得 A→ π

2
B = 0, A+

π

2
B = 1, 解得 A =

1

2
, B =

1

π
.

2.2 离散型随机变量及其分布

2.2.1 离散型随机变量

本节主要研究一类常用的随机变量, 这类随机变量的可能取值具有特征: 取有限个值 x1, x2, ..., xn,

或可列无限个值 x1, x2, ..., xn, ....
定义 2.3 若随机变量 X 的可能取值为有限个或可列无限多个, 则称 X 为离散型随机变量.
非离散型随机变量 X 的所有可能取值不能按一定的顺序排列起来, 不能明确指出某个取值的前或

后面是哪一个值. 例如, X 的取值为 (0, 1) 区间内的所有实数, 无法指出 0.5 之后 X 取哪个值. 我们研
究离散型随机变量, 不仅要知道它取哪些值, 而且要知道这些取值对应的概率. 通过离散型随机变量的
分布律可以了解这些信息.
定义 2.4 设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 X1, X2, ..., Xn, ..., X 取值 Xk 的相应概率为 Pk

, 即
P (X = xk) = Pk, k = 1, 2, ...

我们称之为离散型随机变量 X 的分布律.
分布律也可以用表格的形式给出:

X x1 x2 ... xn ...
P p1 p2 ... pn ...

表 1

分布律具有如下性质:
(1) Pk ≥ 0, k = 1, 2, ...,

(2)
∑

k

pk = 1.

23



2.2.2 常用离散型随机变量

1. 0 - 1 分布
若随机变量 X 的可能取值只有 0 , 1 , 且 P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, 0 < p < 1, q = 1→ p.

或用表格形式,

X 0 1
P p q

表 2

则称 X 服从 0 - 1 分布.
2. 二项分布
若随机变量 X 的分布律为

Pk = P (X = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, ..., n,

其中 0 < p < 1, q = 1→ p. 则称 X 服从参数为 n, p 的二项分布, 记为 X ∼ B(n, p).

n = 1 时, P (X = k) = pkq1−k, k = 0, 1. 二项分布退化为 0-1 分布.
容易验证二项分布的分布律满足分布律性质, 显然 Pk ≥ 0. 且

n∑

k=0

pk =
n∑

k=0

Ck
np

kqn−k = (p+ q)n = 1.

可见满足分布律性质.
二项分布的随机变量 X 的概率背景: 设 n 重伯努利试验中 A 发生的次数为 X , A 发生的概率为

p , 则 X 服从二项分布 B(n, p).
下面以 X ∼ B(10, 0.6) 为例, 我们通过图表形式看一下 X 的概率分布情况. 由图 6 可见, 对固定

的 n 和 p ,X = k 的概率先随 k 的增加而增加, 达到最大值后, 再单调减小. 是一个单峰函数.

图 6
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以下讨论, 对 X ∼ B(n, p) , k 为何值时 P (X = k) 达到最大值? 设 Pk = P (X = k) 在 k = k0 达

到最大值, 则

pk0

pk0−1
=

Ck0
n pk0qn−k0

Ck0−1
n pk0−1qn−k0+1

=
(n→ k0 + 1)p

k0q
≥ 1.

pk0

pk0+1
=

Ck0
n pk0qn−k0

Ck0+1
n pk0+1qn−k0−1

=
(k0 + 1)p

(n→ k0)p
≥ 1.

解出 (n+ 1)p→ 1 ≤ k0 ≤ (n+ 1)p.

由此得到结论: (1) 当 (n+ 1)p 为整数时,Pk 在 k = (n+ 1)p→ 1 和 k = (n+ 1)p 达到最大.
(2) 当 (n+ 1)p 不是整数时,Pk 在 k = [(n+ 1)p] 达到最大. 其中, [x] 表示不超过 x 的最大整数.
例如,X ∼ B(14, 0.4) , (n+ 1)p = 6, 所以 pk 在 k = 5 和 k = 6 处达到最大值 0.2066.

图 7

3. 泊松分布
如果随机变量 X 的分布律为

pk = P (X = k) =
λk

k!
e−ε, k = 0, 1, 2, ...

其中 λ > 0 为常数, 则称 X 服从参数为 λ 的泊松分布, 记为 X ∼ P (λ).
验证分布律性质,

显然 Pk ≥ 0, 且
→∑

k=0

pk =
→∑

k=0

λk

k!
e−ε = e−ε

→∑

k=0

λk

k!
= e−εeε = 1.

满足分布律性质.
泊松分布是概率论中的重要分布之一, 常用于描述大量试验中稀有事件出现频数的概率模型. 例如,

单位时间内电话总机接到的呼叫数, 每天某高速公路发生的交通事故数, 每页印刷品出现的印刷错误数,
这些都服从泊松分布. 还有很多其他的实例.
例 2.3 设随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布, 且己知 P (X = 1) = P (X = 2) , 求 P (X = 4).
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解 X 的分布律为

P (X = k) =
λk

k!
e−ε, k = 0, 1, 2, ...

由条件 P (X = 1) = P (X = 2) , 得到

λ1

1!
e−ε =

λ2

2!
e−ε.

解得 λ = 2 , 因此
P (X = 4) =

24

4!
e−2 =

2

3
e−2.

4. 几何分布
如果随机变量 X 的分布律为

pk = P (X = k) = qk−1p, k = 1, 2, ...

其中 0 < p < 1 为常数, q = 1→ p , 则称 X 服从参数为 p 的几何分布, 记为 X ∼ g(P ).
验证分布律性质, 显然 Pk ≥ 0, 且

→∑

k=1

pk =
→∑

k=1

qk−1p = p
→∑

k=1

qk−1 = p
1

1→ q
= 1.

满足分布律性质.
几何分布的概率背景: 在 n 重伯努利试验中, 每次只有两个结果 A 与 Ā, 设 P (A) = p . 将试验进

行到 A 首次出现为止. 令 X 为 A 首次出现时所需的试验次数, 则 X 服从儿何分布 g(p).
几何分布的无记忆性 在 n 重伯努利试验中, A 首次出现时所需的试验次数服从几何分布, 若前 t

次试验 A 没有出现, 则再试验 s 次. A 首次出现的概率与前面没有成功的 t 次试验无关. 好像把前面 t

次试验给忘了, 这称为无记忆性. 无记忆性的概率表达为 P (X = s+ t | X > t) = P (X = s).

证明 X ∼ g(p), 则 P (X = k) = qk−1p , 其中 q = 1→ p, k = 1, 2, ...

P (X > t) =
→∑

k=t+1

P (X = k) =
→∑

k=t+1

qk+1p = p
→∑

k=t+1

qk−1 = p
qt

1→ q
= qt.

P (X = s+ t | X > t) =
P (X = s+ t ∩X > t)

P (X > t)
=

P (X = s+ t)

P (X > t)

=
qs+t−1p

qt
= qs−1p = P (X = s).

得证.
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2.3 连续型随机变量及其分布

2.3.1 连续型随机变量

有一类随机变量, 其取值可以取到某区间内的所有实数, 不能一一列举. 如元件的寿命, 等候班车
的时间, 工件的长度等. 以下我们给出连续型随机变量的定义. 定义 2.5 设随机变量 X 的分布函数为

F (x) , 若存在非负可积函数 p(x) , 对任意实数 x 有

F (x) =

∫ x

−→
p(t)dt.

则称 X 为连续型随机变量, 称函数 p(x) 为 X 的概率密度函数, 简称密度函数.
由定义可见, 任何连续型随机变量的密度函数具有如下性质:
(1) p(x) ≥ 0.

(2)
∫ +→

−→
p(x)dx = 1.

(3) 对于任意实数 a, b(a < b),

P (a < X ≤ b) = F (b)→ F (a) =

∫ b

a

p(x)dx.

(4) 由于 p(x) 为可积函数, 根据徽积分性质, 分布函数 F (x) 为连续函数.
(5) 若 p(x) 在点 x 连续, 则分布函数 F (x) 在 x 处可导, 且 p(x) = F ′(x).

关于 (2) 的说明,
∫ +→

−→
p(x)dx = lim

x→+→

∫ x

−→
p(x)dx = lim

x→+→
F (x) = 1.

另外, 从图形上看, (2) 表示函数 p(x) 在整个 x 轴上覆盖的面积为 1(图 8). (3) 表示随机变量 X 在

区间 (a, b] 取值的概率等于密度函数 p(x) 在 (a, b) 覆盖的曲边梯形面积. 后面会证明, 这一结论与区间
的开闭无关.

图 8

在性质 (3) 中, 令 a = x, b = x+∆x , 则有

P (x < X ≤ x+∆x) = F (x+∆x)→ F (x) =

∫ x+∆x

x

p(x)dx ≈ p(x)∆x.

这说明, 连续型随机变量 X 在小区间 ∆x 内取值的概率近似与密度成正比, 一点 x 处的密度函数

值越大, 该点附近取值的概率也越大. 这一点与物理学中的密度性质相似, 这也就是 p(x) 称为概率密度
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函数的原因.
连续型随机变量 X 有一重要特性, 即 X 在一点 x0 处取值的概率为 0. 事实上, 对任意 ∆x > 0 有

0 ≤ P (X = x0) ≤ P (x0 →∆x < X ≤ x0) = F (x0)→ F (x0 →∆x).

由于分布函数 F (x) 为连续函数, 令 ∆x → 0 , 上式趋向于 0 , 所以 P (X = X0) = 0.
根据这一性质我们可知, 连续型随机变量 X 在某一区间取值的概率与区间的开或闭无关, 所以

P (a < X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X < b) = P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

p(x)dx.

对连续型随机变量 X , 在一点取值的概率为 0 , 即 P (X = X0) = 0 . 但是事件 {X = X0} 是有可
能发生的. 因此对连续型随机变量, 概率为 0 的事件与不可能事件并不等价.
例 2.4 设随机变量 X 的概率密度函数为

p(x) = Ae−|x|, →⇔ < x < ⇔.

试求, (1) 常数 A; (2)P (0 < X < 2); (3) 分布函数 F (x).

解 (1)
∫ +→

−→
p(x)dx =

∫ 0

−→
Aexdx+

∫ +→

0

Ae−xdx = 2A = 1.因此A =
1

2
.从而,p(x) = 1

2
e−|x|,→⇔ <

x < ⇔.

(2) P (0 < X < 2) =

∫ 2

0

1

2
e−xdx =

1

2
(1→ e−2).

(3)x < 0 时, F (x) =

∫ x

−→
p(x)dx =

∫ x

−→

1

2
exdx =

1

2
ex.

x ≥ 0 时, F (x) =

∫ x

−→
p(x)dx =

∫ 0

−→

1

2
exdx+

∫ x

0

1

2
e−xdx = 1→ 1

2
e−x.

因此

F (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

2
, x < 0

1→ 1

2
e−x, x ≥ 0

利用 F (x), 也可求 P (0 < X < 2) = F (2)→ F (0) =

(
1→ 1

2
e−2

)
→ 1

2
=

1

2
(1→ e−2).

2.3.2 常用连续型随机变量

1. 均匀分布
若随机变量 X 的概率密度函数为

p(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

b→ a
, a < x < b

0,其他

则称 X 在区间 [a, b] 上服从均匀分布, 记为 X ∼ U [a, b].
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X 的分布函数为

F (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < a

x→ a

x→ b
, a ≤ x < b

1, x ≥ b

均匀分布的密度函数 p(x) 及分布函数 F (x) 图形如图 9 所示.

图 9

设随机变量 X 服从 [a, b] 上的均匀分布, 考虑 X 在 [a, b] 内的子区间 (x, x+∆x) 取值的概率

P (x < X < x+∆x) =

∫ x+∆x

x

p(x)dx =

∫ x+∆x

x

1

b→ a
dx =

∆x

b→ a
.

此概率为子区间与原区间的长度之比, 与子区间的位置无关. 困此只要子区间长度相同,X 落在其
中的概率是等可能的. 这也体现了均匀分布的均匀性.

2. 指数分布
若随机变量 X 的概率密度函数为

p(x) =

⎧
⎨

⎩
λe−εx, x ≥ 0

0, x < 0

其中 λ > 0 为常数, 则称 X 服从参数为 λ 的指数分布, 记为 X ∼ E(λ).
X 的分布函数为

p(x) =

⎧
⎨

⎩
1→ e−εx, x ≥ 0

0,其他

指数分布的密度函数 p(x) 及分布函数 F (x) 的图形如图 10 所示.
指数分布有很多实际应用, 常用于描述各种寿命的分布, 如电子设备的寿命, 生物体的寿命, 随机服

务系统的服务时间.
例 2.5 设某类电子元件的使用寿命 X(小时) 服从参数为 λ = 1/2000 的指数分布,
(1) 任取一只元件, 求能使用 1000 小时以上的概率; (2) 一只元件已经正常使用了 1000 小时以上,

求还能再使用 1000 小时以上的概率.
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图 10

解 X 的分布函数为

p(x) =

⎧
⎨

⎩
1→ e−

1
2000x, x ≥ 0

0, x < 0

(1) P (X > 1000) = 1→ P (X < 1000) = 1→ F (1000) = 1→ (1→ e−1/2) = e−1/2.

(2) 所求概率为

P (X > 2000 | X > 1000) =
P (X > 2000 ∩X > 1000)

P (X > 1000)
=

P (X > 2000)

P (X > 1000)

=
1→ F (2000)

1→ F (1000)
=

e−1

e−1/2
= e−1/2.

一只元件能使用 1000 小时以上的概率为 e−1/2, 已使用了 1000 小时以上, 再使用 1000 小时以上的
概率仍然为 e−1/2 , 这反映了指数分布的一个重要特性: 无记忆性. 即已使用了 1000 小时以上, 再使用
1000 小时以上的概率不受影响, 好像忘记了己使用 1000 小时以上.
无记忆性的一般表示为

P (X > s+ t | X > s) = P (X > t).

实际上,

P (X > s+ t | X > s) =
P ({X > s+ t} ∩ {X > s})

P (X > s)
=

P (X > s+ t)

P (X > s)

=
1→ F (s+ t)

1→ F (s)
=

e−ε(s+t)

eεs
= e−εt = P (X > t).

3. 正态分布
若随机变量 X 的密度函数为

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , →⇔ < x < ⇔.

其中 µ,σ(> 0) 为常数, 则称 X 服从参数为 µ,σ2 的正态分布, 记为 X ∼ N(µ,σ2).
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正态分布的分布函数为

F (x) =

∫ x

−→

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dt.

正态分布的密度函数 p(x) 及分布函数 F (x) 的图形如图 11 所示.

图 11

利用极坐标和二重积分, 可以验证
∫ →

−→
p(x)dx =

∫ →

−→

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dt = 1.

证明 先化归为标准正态分布 X ∼ N(0, 1).

∫ →

−→
p(x)dx =

∫ →

−→

1√
2π

e−
x2

2 dx 是不可积的式子, 不妨转化为二重积分.

∫ →

−→

1√
2π

e−
x2

2 dx
∫ →

−→

1√
2π

e−
y2

2 dy =

∫ →

−→

1

2π
e−

x2+y2

2 dxdy

x=r cos θ
=======
y=r sin θ

∫ 2π

0

∫ →

0

1

2π
e−

r2

2 rdrdθ

=

∫ →

0

→e−
r2

2 d
(
r2

2

)
= 1.

正态分布 X ∼ N(µ,σ2) 密度函数 p(x) 的图形具有以下特点:
(1) 曲线 p(x) 关于 x = µ 对称, 且对任意 b > 0, 有 P (X ≤ µ→ b) = P (X ≥ µ+ b).

(2) x → ±⇔, p(x) → 0 , 曲线以 x 轴为渐近线.
(3) x = µ 时 p(x) 取到最大值

1√
2πσ

, 由于密度图形覆盖面积总为 1 , 因此固定 µ 时, σ 越小, 最大

值越大, 图形越高越陡峭;σ 越大, 最大值越小, 图形越低越平缓.
(4) 固定 σ, µ 变化时, 曲线沿对称轴 x = µ 平移.
当 µ = 0,σ = 1 时,X ∼ N(0, 1) , 称 X 服从标准正态分布, 其密度函数和分布函数特别记为 φ(x)

和 Φ(x).
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ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2

Φ(x) =

∫ x

−→

1√
2π

e−
t2

2 dt.

对标准正态分布的分布函数 Φ(x), 有 Φ(→x) = 1→ Φ(x).
事实上, 性质 (1) 中令 µ = 0, 有 P (X ≤ →b) = P (X ≥ b), 从而

Φ(→x) = P (X ≤ →x) = P (X ≥ x) = 1→ P (X < x) = 1→ Φ(x).

正态分布是概率统计中最重要的分布之一, 很多自然和社会现象中的随机变量都服从正态分布, 如
某地区的成年男子的身高, 一批工件的直径, 测量误差等. 正态分布的概率计算常通过查表实现, 即将一
般的正态分布化为标准正态分布, 然后查标准正态分布的分布函数表 Φ(x) , 得到所求概率.
定理 2.1 若随机变量 X ∼ N(µ,σ2), 则 Z =

X → µ

σ
∼ N(0, 1).

证明 只耍证明 Z 的分布函数为 Φ(x) 即可. Z 的分布函数为

P (Z ≤ X) = P (
X → µ

σ
≤ x) = P (X ≤ µ+ σx) =

∫ µ+σx

−→

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dt.

令
t→ µ

σ
= v, 得到,

∫ x

−→

1√
2π

e−
v2

2 dv, 得证.

由定理, 若 X ∼ N(µ,σ), 则 X 的分布函数 F (x) 和概率 P (a < X < b) 可用 Φ(x) 表示:

F (x) = P (X ≤ x) = P

(
X → µ

σ
≤ x→ µ

σ

)
= Φ

(
x→ µ

σ

)

P (a < X < b) = P

(
a→ µ

σ
≤ X → µ

σ
≤ b→ µ

σ

)
= Φ

(
b→ µ

σ

)
→ Φ

(
a→ µ

σ

)
.

利用上式, 我们可以得到,

P (| X → µ |≤ σ) = P

(
→1 ≤ X → µ

σ
≤ 1

)
= Φ(1)→ Φ(→1) = 2Φ(1)→ 1 = 0.6826

P (| X → µ |≤ 2σ) = P

(
→2 ≤ X → µ

σ
≤ 2

)
= Φ(2)→ Φ(→2) = 2Φ(2)→ 1 = 0.9544

P (| X → µ |≤ 3σ) = P

(
→3 ≤ X → µ

σ
≤ 3

)
= Φ(3)→ Φ(→3) = 2Φ(3)→ 1 = 0.9974.

我们看到, 正态分布的随机变量 X ∼ N(0, 1) , 虽然其理论取值范围是 (→⇔,+⇔), 但是在区间 [µ →
3σ, µ+ 3σ] 内的取值的可能性超过 99.7% , 在这之外的取值的可能性不足千分之三. 这表明在一次随机
试验中, X 的取值几乎可以肯定落入 [µ → 3σ, µ + 3σ] 中, 这称为”3σ 法则’. 该法则在针对实际问题, 特
别是产品质量问题的统计推断中有着重要的应用.
例 2.6 某单位计划招聘 155 名员工, 按考试成绩从高分到低分依次录取. 现有 526 人报名, 假设报

名者的成绩 X ∼ N(µ,σ2). 己知报名者中 90 分以上有 12 人, 60 分以下有 83 人. 已知某人成绩为 78
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分, 问此人能否被录取?
解 X ∼ N(µ,σ2),

X → µ

σ
∼ N(0, 1).

90 分以上有 12 人, 因此

P (X > 90) =
12

526
= 0.02281, P (X ≤ 90) = 1→ 0.0228 = 0.9772.

P (X ≤ 90) = P

(
X → µ

σ
≤ 90→ µ

σ

)
= Φ(

90→ µ

σ
) = 0.9772,查表,

90→ µ

σ
= 2.

60 分以下有 83 人, 因此

P (X < 60) =
83

526
= 0.1578.

P (X < 60) = P

(
X → µ

σ
<

60→ µ

σ

)
= Φ(

60→ µ

σ
) = 0.1578,查表,→60→ µ

σ
= 1.

解 µ,σ 的方程组, 得到 µ = 70,σ = 10. 因此, X ∼ N(70, 102).

P (X ≥ 78) = 1→ P (X < 78) = 1→ P

(
X → 70

10
<

78→ 70

10

)
= 1→ Φ(0.8)

= 1→ 0.7881 = 0.2119.

而录取率为
155

526
= 0.2947 > 0.2119 , 所以此人能被录取.

2.4 随机变量函数的分布

设 X 是随机变量, y = g(x) 是普通实函数. 构造随机变量 Y , 当 X 取值 x 时, Y 取值 y = g(x) ,
称 Y 是随机变量 X 的函数, 记为 Y = g(X). 我们需要讨论, 已知 X 的概率分布, 如何求 Y = g(X) 的

概率分布. 分 X 为离散型和连续型两种情况讨论.

2.4.1 离散型随机变量函数

设 X 是离散型随机变量, 其分布律为

X x1 x2 ... xn ...
P p1 p2 ... pn ...

表 3

对于 X 的函数 Y = g(X) , Y 也是离散型随机变量, 求 Y 的分布律.
当 X 取值 xk 时, Y = g(X) 取值 yk = g(xk), k = 1, 2, ...

(1) 若 y1, y2, ..., yn, ... 的取值互不相同, 则 X = Xk 时, 一定有 Y = yk = g(xk). 所以 Y = yk 的概

率与 X = xk 的概率相同, 即

P (Y = yk) = P (Y = g(xk)) = P (X = xk) = pk.
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从而得到 Y 的分布律:

y y1 y2 ... yn ...
P p1 p2 ... pn ...

表 4

(2) 若 y1, y2, ..., yn, ... 的取值有相同的, 则应把相同的 yk 对应的概率相加, 作为 P (Y = yk) 的概率

取值. 即
P (Y = yk) =

∑

i:yk=g(xi)

P (X = xi).

同样得到 Y 的分布律.

2.4.2 连续型随机变量函数

设 X 是连续型随机变量,y = g(x) 为连续实函数, 则 Y = g(X) 也是连续型随机变量. 己知 X 的

密度函数 pX(x) , 求 Y 的密度函数 pY (y).
常用的方法是分布函数法, 即先求 Y 的分布函数 FY (y).

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) =

∫

x:g(x)≤y

pX(x)dx.

然后, pY (y) = F ′
Y (y).

例 2.7 设随机变量 X 服从 [→1, 1] 上的均匀分布,Y = 2X + 1, 求 Y 的密度函数 pY (y).

解 X 的密度函数

p(x) =

⎧
⎨

⎩
1/2,→1 ≤ x ≤ 1

0,其他

记 Y 的分布函数为 FY (y) , 由于 Y 的可能取值范围是 [→1, 3], 因此
y < →1 时,

FY (y) = P (Y ≤ y) = 0.

→1 ≤ y < 3 时,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (2X + 1 ≤ y)

= P

(
X ≤ 1

2
y → 1

2

)
=

∫ 1
2y−

1
2

−1

1

2
dx =

1

4
(y + 1).

y > 3 时,
FY (y) = P (Y ≤ y) = 1.

得到

pY (y) = F ′
Y (y)

⎧
⎨

⎩

1

4
,→1 ≤ y ≤ 3

0,其他.
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Y 仍然服从均匀分布, Y ∼ U [→1, 3].
例 2.8 设随机变量 X 的概率密度为 pX(x) ,→⇔ < x < ⇔, 求 Y = X2 的密度函数 pY (y).
解 先求 Y 的分布函数 FY (y). Y 的可能取值范围 [0,+⇔), 因此
y < 0 时,

FY (y) = P (Y ≤ y) = 0.

y > 0 时,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 ≤ y)

= P (→√
y ≤ X ≤ √

y) = FX(
√
y)→ FX(→√

y).

对 FY (y) 求导,

pY (y) = F ′
Y (y)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

2
√
y
[pX(

√
y) + pX(→√

y)], y > 0

0, y ≤ 0.

若己知 X 的概率密度代入上式, 便可求 Y = X2 的概率密度, 例如, X 服从标准正态分布, X 的概
率密度 ϕ(x) =

1√
2π

e−
x2

2 代入可得

pY (y)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1√
2πy

e−
y
2 , y > 0

0, y ≤ 0.

称 Y 服从自由度为 1 的 χ2 分布, χ2 分布是统计学中的一个重要分布.
在 y = g(x) 严格单调的情况下, 可以直接推导出 Y = g(X) 的密度函数 pY (y).
定理 2.2 设随机变量 X 的可能取值范围为 (a, b) , X 的概率密度为 pX(x) ,a < x < b(其中 a 可为

→⇔ , b 可为 +⇔), 设函数 y = g(x) 处处可导, 且恒有 g′(x) > 0[或恒有 g′(x) < 0] , 则 Y = g(X) 为连

续型随机变量, 其概率密度为

pY (y)

⎧
⎨

⎩
pX [g−1(y)]· | [g−1(y)]′ |,ε < y < β

0,其他.

其中, ε = min{g(a), g(b)},β = max{g(a), g(b)}, g−1(y) 为 y = g(x) 的反函数.
证明 设随机变量 X,Y 的分布函数分别为 FX(x), FY (y), 由题设, X 在 (a, b) 取值, 相应 Y 在

(ε,β) 取值.
(1) 设 g′(x) > 0, y = g(x) 是严格单调递增函数, 其反函数 x = g−1(y) 也在 (ε,β) 严格单调递增,

且 [g−1(y)]′ > 0.
当 y ∈ (ε,β) 时,

g(X) ≤ y ⇔ X ≤ g−1(y).

因此,
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P (X ≤ g−1(y)) = FX(g−1(y)).
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所以 Y 的密度

pY (y) = F ′
Y (y) =

d
dy (FX [g−1(y)]) = F ′

X(g−1(y)) · [g−1(y)]′

= pX(g−1(y)) · (g−1(y))′ = pX(g−1(y))· | (g−1(y))′ |,ε < y < β.

(2) 设 g′(x) < 0, y = g(x) 是严格单调递减函数, 其反函数 x = g−1(y) 也在 (ε,β) 严格单调递减,
且 [g−1(y)]′ < 0.
当 y ∈ (ε,β) 时,

g(X) ≤ y ⇔ X ≥ g−1(y).

因此,
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≥ y) = P (X ≥ g−1(y)) = 1→ FX(g−1(y)).

得到 Y 的密度

pY (y) = F ′
Y (y) =

d
dy (1→ FX [g−1(y)]) = →F ′

X(g−1(y)) · [g−1(y)]′

= →pX(g−1(y)) · (g−1(y))′ = pX(g−1(y))· | (g−1(y))′ |,ε < y < β.

定理得证.
例 2.9 设随机变量 X ∼ N(µ,σ2) , 求 X 的线性函数 Y = aX + b(a ⇒= 0) 的密度函数 pY (y).
解 X 的密度函数为

pX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ,→⇔ < x < +⇔.

由 Y = aX + b 严格单调, 解得反函数

x = g−1(y) =
y → b

a
, [g−1(y)]′ =

1

a

根据定理 2.2 , Y = aX + b 的密度为

pY (y) = pX(g−1(y)) ·
∣∣[g−1(y)]′

∣∣ = pX

(
y → b

a

)
·
∣∣∣∣
1

a

∣∣∣∣

=
1√
2πσ

e−
( y−b

a
−µ)2

2σ2 ·
∣∣∣∣
1

a

∣∣∣∣ =
1√

2π |a|σ
e−

[y−(aµ+b)]2

2a2σ2 .

可见, Y 仍然服从正态分布, Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2).
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3 二维随机变量及其分布

实际问题中, 很多随机试验的结果是多因素的, 需要两个或多个随机变量来描述, 例如, 在平面上随
机投点,落点坐标需要 X,Y 两个随机变量来确定;任取一名高考考生,其语文,数学,外语三门课的成绩
需要 X,Y, Z 三个随机变量来确定. 研究这些随机变量, 不但要研究单个的 X,Y, Z, 还要研究它们之间
的相互关系. 这样, 便形成了作为整体考虑的二维和三维随机变量 (X,Y ) 和 (X,Y, Z), 多维随机变量也
称为随机向量. 由二维随机变量到多维随机变量, 其性质没有本质的不同, 因此本章我们主要研究二维
随机变量.

3.1 二维随机变量的分布函数

定义 3.1 设 (X,Y ) 为二维随机变量, 对任意实数 (x, y), 二元函数

F (x, y) = P (X ≤ x) ∩ (Y ≤ y) = PX ≤ x, Y ≤ y.

称为二维随机变量 (X,Y ) 的联合分布函数, 简称分布函数.
如果将 (X,Y ) 看成平面上随机点的坐标, 则分布函数 F (x, y) 在 (x, y) 处的函数值

F (x, y) = PX ≤ x, Y ≤ y.

就是随机点 (X,Y ) 落入以 (x, y) 为右上顶点的无穷矩形区域的概率 (图 12).

图 12

联合分布函数 F (x, y) 具有以下基本性质:
(1) F (x, y) 分别是 x 和 y 的单调不减函数, 即对任意固定的 y, 当 x2 > x1 时,F (x2, y) ≥ F (x1, y);

对任意固定的 x, 当 y2 > y1 时, 有 F (x, y2) ≥ F (x, y1).
(2)0 ≤ F (x, y) ≤ 1, 且对任意固定的 y ,F (→⇔, y) = 0; 对任意固定的 x, F (x,→⇔) = 0, 以及

F (→⇔,→⇔) = 0, F (+⇔,+⇔) = 1.
(3)F (x, y) 关于 x, y 右连续, 即

F (x+ 0, y) = F (x, y), F (x, y + 0) = F (x, y).
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(4) 对任意实数 x2 > x1, y2 > y1, 有

F (x2, y2)→ F (x1, y2)→ F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.

性质 (1)-性质 (3) 与一维随机变量相似, 性质 (4) 反映了随机变量 (X,Y ) 在矩形区域取值的概率

非负, 实际上

P (x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2)

=P (X ≤ x2, Y ≤ y2)→ P (X ≤ x1, Y ≤ y2)→ P (X ≤ x2, Y ≤ y1) + P (X ≤ x1, Y ≤ y1)

=F (x2, y2)→ F (x1, y2)→ F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.

任意二维随机变量 (X,Y ) 具有性质 (1)-性质 (4), 反之, 如果存在二维函数 F (x, y) 满足以上四条

性质, 则必存在随机变量 X,Y , 使得 F (x, y) 成为 (X,Y ) 的分布函数.
对于二维随机变量 (X,Y ), 其中, 单个随机变量 X 或 Y 的分布称为边缘分布. 若已知二维随机变

量 (X,Y ) 的联合分布函数 F (x, y), 可以导出 X 和 Y 的边缘分布函数 FX(x), FY (y):

FX(x) = P (X ≤ x) = P (X ≤ x, Y ≤ +⇔)

= F (x,+⇔) = lim
y→+→

F (x, y),

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ +⇔, Y ≤ y)

= F (+⇔, y) = lim
x→+→

F (x, y).

二维分布函数的概念可以推广到 n 维随机变量.
定义 3.2 设 X1, X2, ..., Xn 是 n 维随机变量, 对任意实数 x1, x2, ..., xn, 称 n 维函数

F (x1, x2, ..., xn) = P{X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xn ≤ xn}.

为随机变量 (X1, X2, ..., Xn) 的联合分布函数.
与二维情况类似,我们可以求得 (X1, X2, ..., Xn)的 k维边缘分布函数 (1 ≤ k < n),例如,(X1, X2, ..., Xn)

中 X1 的边缘分布函数为

FX1(x1) = F (x1,+⇔, ...,+⇔),

(X1, X2, ..., Xn) 中 (X1, X2) 的边缘分布函数为

F(X1,X2)(x1, x2) = F (x1, x2,+⇔, ...,+⇔).

下面我们通过随机事件的独立性概念引入随机变量相互独立的概念.
定义 3.3 设随机变量 X,Y 满足, 对任意 x, y, 随机事件 X ≤ x 与 Y ≤ y 独立, 即

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y),
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即

F (x, y) = FX(x)FY (y),

则称随机变量 X,Y 相互独立.
我们不加证明地给出随机变量独立性的一个重要性质: 若随机变量 X,Y 相互独立, f(x),g(y) 为

X,Y 的连续或分段连续函数, 则随机变量的函数 f(X) 与 g(Y ) 相互独立.(随机变量的函数的概念见本
章第四节)
对于 n 维随机变量 (X1, X2, ..., Xn), 若对任意实数 x1, x2, ..., xn, 有

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1)P (X2 ≤ x2)...P (Xn ≤ xn),

即

F (x1, x2, ..., xn) = FX1(x1)FX2(x2)...FXn(xn),

则称 X1, X2, ..., Xn 相互独立.

3.2 二维离散型随机变量

3.2.1 定义与性质

定义 3.4 若二维随机变量 (X,Y ) 的可能取值是有限多个或可列无限多个, 则称 (X,Y ) 为离散型

随机变量.
定义 3.5(离散型随机变量联合分布律)设二维离散型随机变量 (X,Y )的所有可能取值为 (xi, yj), i, j =

1, 2, ... 则称

P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, ...

为离散型随机变量 (X,Y ) 的联合分布律.
我们可以用表格形式表示 (X,Y ) 的联合分布律:

X/Y y1 y2 ... yj ...
x1 p11 p12 ... p1j ...
x2 p21 p22 ... p2j ...
... ... ... ...
xi pi1 pi2 ... pij ...
... ... ... ...

表 5

离散型随机变量的联合分布律具有如下性质:
(1) pij ≥ 0, i, j = 1, 2, ...;

(2)
→∑

i=1

→∑

j=1

pij = 1.
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3.2.2 边缘分布及独立性条件

在二维联合分布中, 可推导单个随机变量 X 或 Y 的分布律, 称为边缘分布律.

P (X = xi) = P (X = xi, Y < +⇔) = P

(
X = xi,

→⋃

j=1

(Y = yj)

)

=
→∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) =
→∑

j=1

pij ! p(i·),

同理

P (Y = yj) =
→∑

i=1

P (X = xi, Y = yj) =
→∑

i=1

pij ! p(·j).

边缘分布律满足一维随机变量分布律的性质.
二维离散型随机变量 (X,Y ) 的联合分布函数为

F (x, y) =
∑

xi≤x

∑

yi≤y

pij ,

其中, 和式是对一切满足 xi ≤ x, yj ≤ y 的 i, j 求和.
边缘分布函数为

FX(x) =
→∑

xi≤x

pi· =
∑

xi≤x

→∑

j=1

pij , FY (y) =
∑

yj≤y

p·j =
∑

yj≤y

→∑

i=1

pij .

二维离散型随机变量 (X,Y ) 在区域 D 取值的概率可以表示为

P ((X,Y ) ∈ D) =
∑

xi,yj∈D

pij .

二维离散型随机变量 (X,Y )的独立性等价于:对任意 i, j = 1, 2, ...随机事件 {X = xi}与 {Y = yj}
独立, 即

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj), i, j = 1, 2, ...,

即

pij = pi·p·j , i, j = 1, 2, ...

3.2.3 常用二维离散型随机变量

1．三项分布
若二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为

P (X = i, Y = j) =
n!

i!y!(n→ i→ j)!
pi1p

j
2(1→ p1 → p2)

n−i−j ,

i, j = 0, 1, ..., n, i+ j ≤ n.
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其中,0 < p1, p2 < 1, p1 + p2 < 1, 则称 (X,Y ) 服从参数为 n, p1, p2 的三项分布, 记为 T (n, p1, p2).
三项分布是二项分布的推广, 是多项分布的一种.
在 n 重独立试验中, 若每次试验有三种结果,A1, A2, A3,P (Ai) = pi, p1 + p2 + p3 = 1, 设 A1 发生 X

次,A2 发生 Y 次, 则 (X,Y ) 服从三项分布.P (X = i, Y = j) 表示 A1 发生 i 次, A2 发生 j 次, A3 发生

n→ i→ j 次的概率.
例 3.1 证明三项分布的边缘分布是二项分布, 即若 (X,Y ) ∼ T (n, p1, p2), 则 X ∼ B(n, p1), Y ∼

B(n, p2).

证明 以 X 的边缘分布为例, 对 k = 1, 2, ..., n

P (X = k) =
n−k∑

j=0

P (X = k, Y = j)

=
n−k∑

j=0

n!

k!j!(n→ k → j)!
pk1p

j
2(1→ p1 → p2)

n−k−j

=
n!

k!(n→ k)!
pk1

n−k∑

j=0

(n→ k)!

j![(n→ k)→ j]!
pj2(1→ p1 → p2)

(n−k)−j

=
n!

k!(n→ k)!
pk1(1→ p1)

n−k = Ck
np

k
1(1→ p1)

n−k.

可见, X 服从二项分布 B(n, p1).
2．二维超几何分布
若二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为

P (X = n1, Y = n2) =
Cn1

N1
Cn2

N2
Cn3

N3

Cn
N

,

其中, N = N1 +N2 +N3, n = n1 + n2 + n3, 则称 (X,Y ) 服从二维超几何分布.
总共 N 个元素分为 A,B,C 三类, 每类分别有 N1, N2, N3 个, 从中不放回地取出 n 个, 设取到 A

类 X 个, B 类 Y 个, 则 (X,Y ) 服从二维超几何分布. P (X = n1, Y = n2) 表示取到 A 类 n1 个, B 类
n2 个, C 类 n3 个的概率.

3.3 二维连续型随机变量

3.3.1 定义与性质

定义 3.6 对于二维随机变量 (X,Y ) 的分布函数 F (x, y), 如果存在非负函数 p(x, y), 使得对于任意
的 (x, y) 有

F (x, y) =

∫ x

−→

∫ y

−→
p(u, v)dudv

则称 (X,Y ) 是二维连续型随机变量, 称 p(x, y) 为 (X,Y ) 的联合概率密度函数. 简称概率密度.
二维连续型随机变量的联合概率密度具有下列性质:
(1) p(x, y) ≥ 0;

(2)
∫ +→

−→

∫ +→

−→
p(x, y)dxdy = F (+⇔,+⇔) = 1;
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(3) 设 D 是平面区域, 则随机点 (X,Y ) 落入 D 内的概率为

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫∫

D

p(x, y)dxdy;

(4) 若 p(x, y) 在点 (x, y) 处连续, 则有

∂2F (x, y)

∂x∂y
= p(x, y).

由偏导数和积分性质, 当 ∆x,∆y 充分小时,

P (x < X ≤ x+∆x, y < Y ≤ y +∆y)

=

∫ x+∆x

x

∫ y+∆y

y

p(u, v)dudv ≈ p(x, y)∆x∆y.

因此, p(x, y) 的大小反映了 (X,Y ) 落在点 (x, y) 附近的概率大小.

3.3.2 边缘密度及独立性条件

在研究二维随机变量 (X,Y ) 时, X 和 Y 作为一维随机变量, 其概率密度称为边缘密度, 分别记为
pX(x), pY (y).以下讨论边缘密度与联合密度的关系,设 X 和 Y 的边缘分布,函数分别为 FX(x), FY (y),
则

FX(x) = F (x,+⇔) =

∫ x

−→

∫ +→

−→
p(t, y)dtdy =

∫ x

−→

[∫ +→

−→
p(t, y)dy

]
dt,

因此,X 的边缘密度函数
pX(x) = F ′

X(x) =

∫ +→

−→
p(x, y)dy,

同理,Y 的边缘密度函数
pY (y) = F ′

Y (y) =

∫ +→

−→
p(x, y)dx.

下面我们引入用密度函数表示的独立性条件. 随机变量 X,Y 的独立性条件为, 联合密度函数可以
表示为边缘密度函数的乘积:

F (x, y) = FX(x)FY (y), ∞(x, y),

即

∫ x

−→

∫ y

−→
p(u, v)dudv =

∫ x

−→
pX(t)dt

∫ y

−→
pY (t)dt

=

∫ x

−→

∫ y

−→
pX(x)pY (y)dxdy.

上式对任意 (x, y) 成立, 因此得到用密度函数表示的独立性条件

p(x, y) = pX(x)pY (y), ∞(x, y).
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以上结果可以推广到 n 维随机变量 (X1, X2, ..., Xn).
定义 3.7 设 (X1, X2, ..., Xn) 为 n 维随机变量, 若存在非负函数 p(x1, x2, ..., xn) 使得对任意实数

x1, x2, ..., xn, 有

F (x1, x2, ..., xn) =

∫ x1

−→

∫ x2

−→
· · ·
∫ xn

−→
p(u1, u2, ..., un)du1du2 · · · dun,

则称 (X1, X2, ..., Xn)为 n维连续型随机变量, p(x1, x2, ..., xn)为 (X1, X2, ..., Xn)的联合密度函数.
n 维密度函数的性质与二维密度函数相似, 不再一一列出.
与二维情况类似,我们可以求得 (X1, X2, ..., Xn)的 k维边缘密度函数 (1 ≤ k < n),例如, (X1, X2, ..., Xn)

中 X1 的边缘密度函数为

pX1(x1) =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
· · ·
∫ +→

−→
p(x1, u2, ..., un)du2du3 · · · dun,

(X1, X2, ..., Xn) 中 (X1, X2) 的边缘密度函数为

p(X1,X2)(x1, x2) =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
· · ·
∫ +→

−→
p(x1, x2, ..., un)du3du4 · · · dun,

n 维随机变量的独立性条件可以表示为: 若对任意实数 x1, x2, ..., xn, 有

p(x1, x2, ..., xn) = pX1(x1)pX2(x2) · · · pXn(xn),

则 (X1, X2, ..., Xn) 相互独立.
例 3.2 设二维随机变量 (X,Y ) 的密度函数为

p(x, y) =

⎧
⎨

⎩
1/2, (x, y) ∈ D

0,其他.

其中, 区域 D 由

{
y =

1

x
, y = 0, x = 1, x = e2

}
围成 (图 13), 求 X,Y 的边缘密度函数.

图 13
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解

pX(x) =

∫ +→

−→
p(x, y) dy

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫ 1/x

0

1

2
dy 1 ≤ x ≤ e2

0 其他.

=

⎧
⎨

⎩

1

2x
1 ≤ x ≤ e2

0 其他.

pY (y) =

∫ +→

−→
p(x, y)dx =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫ e2

1

1

2
dx =

1

2
(e2 → 1), 0 ≤ y ≤ e−2

∫ 1/y

1

1

2
dx =

1

2
(
1

y
→ 1), e−2 ≤ y ≤ 1

0,其他.

3.3.3 常用二维连续型随机变量

1．二维均匀分布
设 D 为平面有界区域, 其面积为 SD, 若二维连续型随机变量 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =

⎧
⎨

⎩
1/SD, (x, y) ∈ D

0,其他.

则称 (X,Y ) 服从区域 D 上的二维均匀分布.
二维均匀分布的特点: 随机点落在 D 内任一子区域 Dk 的概率与 Dk 的面积成正比, 与 Dk 的形状

和 Dk 在 D 内的位置无关, 这是因为

P ((X,Y ) ∈ Dk) =

∫∫

Dk

p(x, y)dxdy =

∫∫

Dk

1/SDdxdy = SDk/SD.

由此可见, 利用二维均匀分布所求概率结果为面积之比, 这正是平面上的几何概型求概率的方法.
2．二维正态分布
若二维随机变量 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

exp
{

→1

2(1→ ρ2)

[(
x→ µ1

σ1

)2

→ 2ρ

(
x→ µ1

σ1

)(
y → µ2

σ2

)
+

(
y → µ2

σ2

)2
]}

.

其中,µ1, µ2,σ1 > 0,σ2 > 0, | ρ |< 1 均为常数, 则称 (X,Y ) 服从二维正态分布, 记为 (X,Y ) ∼
N(µ1, µ2,σ2

1 ,σ
2
2 , ρ).

一般地, n 维正态分布的密度函数如下:

p(x1, x2, ..., xn) =
1

(2π)
n
2 (detΣ) 1

2

exp
{
→1

2
(x→ µ)TΣ−1(x→ µ)

}
, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
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其中 µ = (µ1, ..., µn),Σ = (σij) 为正定阵. 记为 Nn(µ,Σ).
特别地, 在二维正态分布中

Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
,Σ−1 =

1

(1→ ρ2)σ2
1σ

2
2

(
σ2
2 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
1

)
.

下面给出二维正态分布的两个重要性质:
定理 3.1设 (X,Y )服从二维正态分布N(µ1, µ2,σ2

1 ,σ
2
2 , ρ),则X,Y的边缘分布为X ∼ N(µ1,σ2

1), Y ∼
N(µ2,σ2

2).
证明 令 u =

x→ µ1

σ1
, v =

y → µ2

σ2
, 则 (X,Y ) 的联合密度

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

· exp
{

→1

2(1→ ρ2)

[(
x→ µ1

σ1

)2

→ 2ρ

(
x→ µ1

σ1

)(
y → µ2

σ2

)
+

(
y → µ2

σ2

)2
]}

=
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

exp
[
→ 1

2(1→ ρ2)
(u2 → 2ρuv + v2)

]

=
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

exp
{
→ 1

2(1→ ρ2)
[ρ2u2 + v2 → 2ρuv + (1→ ρ2)u2]

}

=
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

exp
[
→(v → ρu)2

2(1→ ρ2)
→ u2

2

]
.

X 的边缘密度为

pX(x) =

∫ +→

−→
p(x, y)dy

=
1√
2πσ1

e−
u2

2

∫ +→

−→

1√
2π
√
1→ ρ2

exp
[
→(v → ρu)2

2(1→ ρ2)

]
dv.

因为积分中的被积函数是 N(ρu, 1→ ρ2) 的密度函数, 所以积分值为 1, 从而,

pX(x) =
1√
2πσ1

e−
u2

2 =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1 ,

即 X ∼ N(µ1,σ2
1), 同理 Y ∼ N(µ2,σ2

2).
注: 配方法配凑时若配前两项则对 u 做积分, 求的是 Y 的边缘密度, 反之则反.
定理 3.2 设 (X,Y ) 服从二维正态分布 N(µ1, µ2,σ2

1 ,σ
2
2 , ρ), 则 X,Y 相互独立的充要条件为 ρ = 0.
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证明 充分性: 设 ρ = 0, 二维正态分布 (X,Y ) 的密度函数为

p(x, y) =
1

2πσ1σ2
exp

{
→1

2

[
(x→ µ1)2

σ2
1

+
(y → µ2)2

σ2
2

]}

=
1√
2πσ1

exp
{
→(x→ µ1)2

2σ2
1

}
· 1√

2πσ2

exp
{
→(y → µ2)2

2σ2
2

}

= pX(x)pY (y).

所以,X 与 Y 相互独立.
必要性: 设 X,Y 相互独立, 则对任意实数 x, y 有

p(x, y) = pX(x)·Y (y),

特别地, 令 x = µ1, y = µ2 由 p(µ1, µ2) = pX(µ1) · pY (µ2) 得到:

1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

=
1√
2πσ1

· 1 1√
2πσ2

,

从而得到 ρ = 0.

3.4 * 条件分布

在随机事件的研究中, 讨论了条件概率问题, 而在随机变量的研究中, 可以类似讨论条件分布问题.
我们先看一维随机变量的条件分布问题, 讨论随机事件 A = {X ∈ S} 发生条件下的条件分布函数.

设 X 的分布函数为

F (x) = P (X ≤ x),

则 A 发生条件下 X 的条件分布函数为

F (x | A) = P (X ≤ x | A).

对于二维随机变量 (X,Y ), 我们分别按照离散型和连续型随机变量的场合, 讨论在 X 或 Y 取定某个值

的条件下, 另一随机变量的条件分布.

3.4.1 离散型随机变量的条件分布

设 (X,Y ) 为二维离散型随机变量, 其概率分布律为

P (X = xi, Y = yj) = pij i, j = 1, 2, ...

当 P (Y = yj) = p( · j) > 0 时, 可得

P (X = xi | Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
p · j , i = 1, 2, ...

称为 Y = yj 条件下, 随机变量 X 的条件分布律, 可记为
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X |Y=yj x1 x2 ... xi ...
P p1j/p·j p2j/p·j ... pij/p·j ...

表 6

同样, 当 P (X = xi) = pi· > 0 时, 可得 X = xi 条件下, 随机变量 Y 的条件分布律. 容易验证, 上
述条件分布具有离散型随机变量分布律的一切性质.
当 X,Y 相互独立时, pij = pi·p·j, 有

P (X = xi | Y = yj) =
pij
p·j

=
pi·p·j
p·j

= pi· = P (X = xi),

同样

P (Y = yj | X = xi) = p·j = P (Y = yj),

所以, 当 X,Y 独立时, 条件分布成为无条件分布.

3.4.2 连续型随机变量的条件分布

对于二维连续型随机变量 (X,Y ), 由于 P (Y = y) = 0, 因此不能直接用

P (X ≤ x | Y = y) =
P (X ≤ x, Y = y)

P (Y = y)

来定义 Y = y 时 X 的条件分布函数.
定义 3.8 对给定的 y, 设 φ > 0, 若对任意 x, 极限

lim
ε→0

P (X ≤ x | y ≤ Y < y + φ) = lim
ε→0

P (X ≤ x, y ≤ Y < y + φ)

P (y ≤ Y < y + φ)

存在, 则称为 Y = y 条件下,X 的条件分布函数, 记为 FX|Y=y(x).
若 (X,Y ) 的分布函数为 F (x, y), 密度函数为 p(x, y),Y 的边缘密度为 pY (y), 则

FX|Y (x) = lim
ε→0

P (X ≤ x, y ≤ Y < y + φ)

P (y ≤ Y < y + φ)
= lim

ε→0

F (x, y + φ)→ F (x, y)

FY (y + φ)→ FY (y)

=
lim
ε→0

F (x, y + φ)→ F (x, y)

φ

lim
ε→0

FY (y + φ)→ FY (y)

φ

=

∂F (x, y)

∂y
d
dyFY (y)

=

∂

∂y

∫ x

−→

∫ y

−→
p(u, v)dudv

pY (y)
=

∫ x

−→
p(u, y)du

pY (y)
=

∫ x

−→

p(u, v)

pY (y)
du.

所以,
FX|Y = y(x) =

∫ x

−→

p(u, y)

pY (y)
du.
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对 FX|Y = y(x) 求导, 得到 Y = y 条件下, X 的条件密度函数, 记为 pX|Y = y(x),

pX|Y = y(x) =
p(x, y)

pY (y)
.

类似可得, 在 X = x 条件下,Y 的条件分布函数, 条件密度函数.
当 X,Y 相互独立时, p(x, y) = pX(x)pY (y), 从而

pX|Y=y(x) =
p(x, y)

pY (y)
= pX(x), pY |X=x(y) =

p(x, y)

pX(x)
= pY (y),

条件密度成为无条件密度.

3.5 二维随机变量函数的分布

对于二维随机变量 (X,Y ) 及实函数 z = g(x, y), 可定义随机变量 (X,Y ) 的函数 Z = g(X,Y ), 即
对 (X,Y ) 做随机试验, 得 (x, y), 以 z = g(x, y) 作为随机变量 Z 的取值, 从而得到随机变量 (X,Y ) 的

函数 Z = g(X,Y ). 若已知 (X,Y ) 的概率分布, 我们将研究随机变量 Z 的概率分布问题, 按照 (X,Y )

是离散型或连续型分别讨论.

3.5.1 离散型随机变量函数的分布

设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为

P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, ...

若 (X,Y ) 的函数 Z = g(X,Y ), 设 Z 的可能取值为 zk, k = 1, 2, ... 则 Z 的概率分布为

P (Z = zk) = P (g(X,Y ) = zk)

=
∑

g(xi,yj)=zk

P (X = xi, Y = yj) =
∑

g(xi,yj)=zk

pij .

例 3.3 设 X 和 Y 独立, 均服从几何分布 P (X = k) = P (Y = k) = pqk−1(k = 1, 2, ...), 试求
Z = max(X,Y ) 的概率分布律.

解 {Z = n} =

{
n⋃

k=1

(X = n, Y = k)

}
∪
{

n−1⋃

k=1

(X = k, Y = n)

}
, 由于 X 和 Y 独立, 所以对 n =
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1, 2, ... 有

P (Z = n) = P

(
n⋃

k=1

(X = n, Y = k)

)
+ P

{
n−1⋃

k=1

(X = k, Y = n)

}

=
n∑

k=1

P (X = n, Y = k) +
n−1∑

k=1

P (X = k, Y = n)

=
n∑

k=1

P (X = n)P (Y = k) +
n−1∑

k=1

P (X = k)P (Y = n)

=
n∑

k=1

p2qn+k−2 +
n−1∑

k=1

p2qn+k−2

= p2qn−1

(
1→ qn

1→ q
+

1→ qn−1

1→ q

)
= pqn−1(2→ qn → qn−1).

例 3.4 设 X 和 Y 独立, 分别服从参数为 λ1 和 λ2 泊松分布, 试求 Z = X + Y 的概率分布律.
解 X 与 Y 的可能取值都是 0, 1, 2, ... 所以 Z = X + Y 的所有可能取值也是 0, 1, 2, ... 对任意

n = 0, 1, 2, ...,

P (Z = n) = P (X + Y = n) = P

(
n⋃

k=0

(X = k, Y = n→ k)

)

=
n∑

k=0

P (X = k)P (Y = n→ k) =
n∑

k=0

λk
1

k!
e−ε2

λn−k
2

(n→ k)!
e−ε2

=
e−(ε1+ε2)

n!

n∑

k=0

n!

k!(n→ k)!
λk
1λ

n−k
2

=
e−(ε1+ε2)

n!
(λ1 + λ2)

n.

所以,Z = X + Y 服从参数为 λ1 + λ2 的泊松分布, 这称为泊松分布的可加性. 泊松分布的可加性可以
推广到 n 个独立泊松分布随机变量的情况, 即若随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立,Xk ∼ P (λk), k =

1, 2, ..., n, 则
X1 +X2 + ...+Xn ∼ P (λ1 + λ2 + ...+ λn).

另外, 二项分布也具有分布可加性: 若 X ∼ B(k1, p), Y ∼ B(k2, p) 且 X,Y 独立, 则 Z = X + Y ∼
B(k1 + k2, p).
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证明

P (Z = n) = P (X + Y = n) = P

(
n⋃

k=0

(X = k, Y = n→ k)

)
=

n∑

k=0

P (X = k)P (Y = n→ k)

=
n∑

k=0

Ck
k1
pk(1→ p)k1−kCn−k

k2
pn−k(1→ p)k2−(n−k)

=
n∑

k=0

Ck
k1
Cn−k

k2
pn(1→ p)k1+k2−n

= Cn
k1+k2

pn(1→ p)k1+k2−n

∼ B(k1 + k2, p).

同样, 二项分布的可加性也能推广到 n 个独立随机变量的情形, 即若随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互

独立,Xi ∼ B(ki, p), i = 1, 2, ..., n, 则

X1 +X2 + ...+Xn ∼ B(k1 + k2 + ...+ kn, p).

3.5.2 连续型随机变量函数的分布

对于二维连续型随机变量 (X,Y ), 其函数 Z = g(X,Y ) 可能是离散型, 也可能是连续型. 对于
离散型的情况, 可以按照 Z 的每个取值, 根据相应 (X,Y ) 的取值范围, 分别求其概率, 得到 Z 的分

布律, 通过例子说明. 例 3.5 设 (X,Y ) 服从区域 D = {→1 ≤ x ≤ 2,→3 ≤ y ≤ 1} 上的均匀分
布,Z = {k,当(X,Y ) ∈第k象限, k = 1, 2, 3, 4}, 求 Z 的分布律.
解

P (Z = 1) = P ((X,Y ) ∈第1象限) = 2/12, P (Z = 2) = P ((X,Y ) ∈第2象限) = 1/12,

P (Z = 3) = P ((X,Y ) ∈第3象限) = 3/12, P (Z = 4) = P ((X,Y ) ∈第4象限) = 6/12,

得到 Z 的分布律

Z 1 2 3 4
P 1/6 1/12 1/4 1/2

表 7

对于 Z = g(X,Y ) 是连续型的情况, 设已知 (X,Y ) 的密度函数 p(x, y), 求 Z = g(X,Y ) 的密度函

数. 和第二章类似, 通常利用分布函数法来求解, 即
(1) 求 Z 的分布函数 FZ(z)

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (g(X,Y ) ≤ z) = P ((X,Y ) ∈ Dz) =

∫∫

Dz

p(x, y)dxdy,

其中,Dz = {(x, y) | g(x, y) ≤ z}.
(2) 求 Z 的密度函数:pZ(z) = F ′

Z(z).
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例 3.6 设 X,Y 相互独立, X 服从于 U(0, 1), Y 服从于 E(1), 求 Z = 2X + Y 的概率密度函数.
解 < 定义法 > (X,Y ) 的联合密度函数为

p(x, y) = pX(x)pY (y) =

⎧
⎨

⎩
e−y, 0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0

0,其他.

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (2X + Y ≤ z) =

∫∫

2x+y≤z

p(x, y)dxdy.

z < 0, FZ(z) =

∫∫

2x+y≤z

0dxdy = 0,

0 ≤ z < 2, FZ(z) =

∫ z/2

0

dx
∫ z−2x

0

e( → y)dy =
z

2
+

1

2
e−z → 1

2
,

z ≥ 2, FZ(z) =

∫ 1

0

dx
∫ z−2x

0

e( → y)dy = 1→ 1

2
(e2 → 1)e( → z),

< 卷积公式法 > 由 X ∼ U [0, 1], 有 2X ∼ U [0, 2]

p2X(x) =

⎧
⎨

⎩

1

2
, 0 ≤ x ≤ 2

0,其他.
pY (y) =

⎧
⎨

⎩
e−y, y ≥ 0

0,其他.

pZ(z) =

∫ +→

−→
p2X(x)pY (z → x)dx =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫ +→

−→

1

2
pY (z → x)dx, z > 0

0, z ≤ 0.

故当 0 ≤ z ≤ 2 时, 有 p(z) =

∫ z

0

1

2
e−(z−x)dx =

1

2
(1→ e−z).

当 z > 2 时, 有 p(z) =

∫ 2

0

1

2
e−(z−x)dx =

1

2
(e2−z → e−z).

pZ(z) = F ′
Z(z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
→ 1

2
e−z, 0 ≤ z ≤ 2

1

2
(e2 → 1)e−z, z ≥ 2

0, z < 0.

注: 由于 z → x 为 pY (·) 的自变量, 故 z → x > 0 时才有效, 先 z 不动, 做积分; 后讨论 Z, 分段.
例 3.7 在区间 [0, 1] 随机投两点, 求两点间距离 Z 的分布函数与密度函数.
解 设两点坐标 (X,Y ), 则 Z =| X → Y | ,(X,Y ) 服从 [0, 1]×[0, 1] 上的二维均匀分布, 其密度为

p(x, y) =

⎧
⎨

⎩
1, 0 ≤ x, y ≤ 1

0,其他.

先求 Z 的分布函数 FZ(z),
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FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (| X → Y |≤ z) =

∫∫

|x−y|≤z

p(x, y)dxdy.

显然, z < 0 时,FZ(z) = 0; z > 1 时, FZ(z) = 1; 0 ≤ z ≤ 1 时,

FZ(z) =

∫∫

|x−y|≤z

p(x, y)dxdy

=

∫

|x−y|≤z

dxdy = SDz = 1→ (1→ z)2

= 2z → z2.

得到

FZ(z) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0, z < 0

2z → z2, 0 ≤ z ≤ 1

1, z ≥ 1.

Z 的密度函数为

pZ(z) = F ′
Z(z) =

⎧
⎨

⎩
2→ 2z, 0 ≤ z ≤ 1

0,其他.

以下我们给出几个常用函数的分布公式.
1．和与差的分布
设 (X,Y ) 为二维随机变量, 其联合密度函数为 p(x, y), 求 Z = X + Y 的密度函数 pZ(z), 用分布

函数法,
FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z) =

∫∫

Dz

p(x, y)dxdy,

其中,Dz = {(x, y) | x+ y ≤ z}, 按 x 型区域积分,

FZ(z) =

∫ +→

−→
dx
∫ z−x

−→
p(x, y)dy,

作变量变换 u = y + x,

FZ(z) =

∫ +→

−→

(∫ z

−→
p(x, u→ x)du

)
dx

=

∫ z

−→

(∫ +→

−→
p(x, u→ x)dx

)
du,

求导得,pZ(z) = F ′
Z(z) =

∫ +→

−→
p(x, z → x)dx, 如果按 y 型区域积分, 可得

pZ(z) =

∫ +→

−→
p(z → y, y)dy.
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特别地, 若 X,Y 相互独立时, 可以化为

pZ(z) =

∫ +→

−→
pX(x)pY (z → x)dx,

pZ(z) =

∫ +→

−→
pX(z → y)pY (y)dy,

以上两式称为卷积公式.
类似可以得到差的分布公式, 设 Z = X → Y 的密度函数 pZ(z), 则

pz(z) =

∫ +→

−→
p(x, x→ z)dx =

∫ +→

−→
p(z + y, y)dy.

例 3.8 设随机变量 X,Y 相互独立且有相同分布, 其密度函数均为

p(x) =

⎧
⎨

⎩
e1−x, x ≥ 1

0,其他.

用卷积公式求 Z = X + Y 的密度函数.
解 由卷积公式,Z = X + Y 的密度函数

pZ(z) =

∫ +→

−→
pX(x)pY (z → x)dx.

显然,z 的可能取值范围是 z > 2 , 所以 z ≤ 2 时,pZ(z) = 0.
由 X 与 Y 的密度函数可知, 仅当 x > 1 且 z → x > 1 , 即 1 < x < z → 1 时, 上述积分的被积函数

不等于 0, 于是

p(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫ z−1

1

e1−xe1−(z−x)dx, z > 2

0,其他.

p(x) =

⎧
⎨

⎩
(z → 2)e2−z, z ≥ 2

0,其他.

例 3.9 设随机变量 X,Y 相互独立且均服从标准正态分布, 求 Z = X + Y 的密度函数. 解 X,Y

的密度函数均为

p(t) =
1√
2π

e−
t2

2 ,→⇔ < t < +⇔.

由卷积公式

pZ(z) =

∫ +→

−→
pX(x)pY (z → x)dx

=
1

2
π

∫ +→

−→
e−z2/2 · e−(z−x)2/2dx =

1

2π
e−z2/4

∫ +→

−→
e−(x−z/2)2dx

=
1

2
√
π
e−x2/4

∫ +→

−→

1√
π
e−(x−z/2)2dx =

1

2
√
π
e−z2/4,
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最后一个积分的被积函数是正态分布 N(z/2, 1/2) 的密度函数, 所以积分值为 1. 由结果可见,Z ∼
N(0, 2).
一般情形, 可以推出, 若 X,Y 相互独立,X ∼ N(µ1,σ2

1), Y ∼ N(µ2,σ2
2), 则 X ± Y ∼ N(µ1 ±

µ2,σ2
1 + σ2

2).
更一般的情形可以推广到 n 维, 设 X1, X2, ..., Xn 相互独立, Xi ∼ N(µi,σ2

i ), i = 1, 2, ..., n 则

X1 +X2 + ...+Xn ∼ N(µ1 + µ2 + ...+ µn,σ2
1 + σ2

2 + ...+ σ2
n).

下面我们不加证明地给出积和商的公式.
2. * 积与商的分布
设 Z = XY 的密度函数 pZ(z) , 则

pZ(z) =

∫ +→

−→
p
(
x,

z

x

) 1

| x |dx =

∫ +→

−→
p

(
z

y
, y

)
1

| y |dy.

设 Z = X/Y 的密度函数 pZ(z) , 则

pZ(z) =

∫ +→

−→
p (z, zx) | x | dx =

∫ +→

−→
p (zy, y) | y | dy.

3．max 与 min 的分布
设随机变量 X,Y 相互独立, 其分布函数分别为 FX(x) 和 FY (y) , 令 M = max(X,Y ), N =

min(X,Y ), 以下我们推导 M 和 N 的分布函数.
M = max(X,Y ), 对于任意 z,M ≤ z 等价于 X ≤ z 且 Y ≤ z, 因此

FM (z) = P (M ≤ z) = P (max(X,Y ) ≤ z) = P (X ≤ z, Y ≤ z)

= P (X ≤ z)P (Y ≤ z) = FX(z)FY (z).

类似有 N = min(X,Y ), 对任意 z,N > z 等价于 X > z 且 Y > z,

FN (z) = P (N ≤ z) = P (min(X,Y ) ≤ z) = 1→ P (min(X,Y ) > z)

= 1→ P (X > z, Y > z) = 1→ P (X > z)P (Y > z)

= 1→ [1→ FX(z)][1→ FY (z)].

以上结果可以推广到 n个相互独立随机变量X1, X2, ..., Xn的情形,设Xi的分布函数为 FXi(xi), i =

1, 2, ..., n, 令 M = max(X1, X2, ..., Xn), N = min(X1, X2, ..., Xn), 则 M 的分布函数 FM (z), N 的分布
函数 FN (z) 分别为

FM (z) = FX1(z)FX2(z) · · ·FXn(z),

FN (z) = 1→ [1→ FX1(z)][1→ FX2(z)] · · · [1→ FXn(z)].
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特别地, 当随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立且具有相同的分布函数 F (x) 时, 有

FM (z) = [F (z)]n,

FN (z) = 1→ [1→ F (z)]n.

例 3.10二维随机变量 (X,Y )在区域D = (x, y) : 0 < x, y < a上服从均匀分布,求M = max(X,Y )

的概率密度函数.
解 (X,Y ) 的联合密度函数为

p(x, y) =

⎧
⎨

⎩
1/a, 0 < x, y < 1

0,其他.

可以求得

pX(x) =

∫ +→

−→
p(x, y) dy =

⎧
⎨

⎩
1/a, 0 ≤ x ≤ a

0,其他.

pY (y) =

∫ +→

−→
p(x, y) dx =

⎧
⎨

⎩
1/a, 0 ≤ x ≤ a

0,其他.

可见, p(x, y) = pX(x)pY (y) , 所以 X,Y 相互独立, 均服从 (0, a) 上的均匀分布, M = max(X,Y )

的分布函数

FM (z) = FX(z)FY (z) =

⎧
⎨

⎩
z2/a2, 0 < z < a

0,其他.

从而得到 M = max(X,Y ) 的密度函数为

pM (z) = F ′
M (z) =

⎧
⎨

⎩
2z/a2, 0 < z < a

0,其他.

以上讨论随机变量 X,Y 函数的分布时,X,Y 同为离散型或同为连续型. 若出现 X,Y 一个是连续

型, 另一个是离散型的情形, 可以用分布函数法, 把离散型随机变量的所有取值看成样本空间的划分, 由
全概率公式求解.
例 3.23 设随机变量 X,Y 独立, 其中, P (X = k) = 1/3, k = 1, 2, 3, Y 服从指数分布 E(1), 求随机

变量 Z = X + Y 的概率密度函数.
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解 Y 的密度函数 pY (y) =

⎧
⎨

⎩
e−y, y ≥ 0

0,其他.
, 设 Z = X + Y 的分布函数为 FZ(z), 则

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z)

=
3∑

k=1

P (X = k)P (X + Y ≤ z | X = k)

=
1

3

3∑

k=1

P (Y ≤ z → k) =
1

3

3∑

k=1

FY (z → k),

pZ(z) = F ′
Z =

1

3
[pY (z → 1) + pY (z → 2) + pY (z → 3)]

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, z < 1

e1−z/3, 1 ≤ z < 2

(e1−z + e2−z)/3, 2 ≤ z < 3

(e1−z + e2−z + e3−z)/3, z ≥ 3
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4 随机变量的数字特征

我们知道随机变量或随机向量的分布函数完全刻画了随机变量或随机向量的概率特征.然而能否用
更为简单的数字来刻画随机变量的概率特征呢? 但这时就不能完整地描述随机变量的概率特征了, 只能
刻画随机变量某一方面的概率性质.
例如, 考察一批灯泡的寿命, 这可以用分布函数来描述. 如果不知道分布函数, 而仅知道灯泡的平均

寿命, 虽不能对灯泡的寿命状况提供一个完整的刻画, 但也给我们提供了一个重要的参考数据. 这个重
要的数字特征称为数学期望, 简称为期望或均值.
又如, 对一射手进行评定时, 除了考察其射击命中的平均值, 还要了解其命中点是比较分散还是比

较集中. 这个重要的数字特征就是方差. 它可用来刻画随机变量的分散程度.
有时, 我们需要比较两个随机变量之间的相关程度. 比如, 在学习过程中, 有些课程是有着密切联

系的, 如数学与物理的学习, 于是可以推断一个学生的数学成绩与物理成绩之间会有比较强的相关程度.
这种描述随机变量之间相关程度的重要数字特征称为相关系数. 总之, 这些刻画随机变量性质的数字就
称为随机变量的数字特征. 虽然这些数字特征不能完全地刻画随机变量, 但它们简单方便, 在实际中有
着重要的应用价值.

4.1 数学期望

4.1.1 离散型随机变量的数学期望

简单地说, 数学期望就是随机变量的加权平均取值, 该概念由数学家惠更斯于 1657 年提出.

定义 4.1 设离散型随机变量 X 的分布律为 P (X = xi) = pi, i = 1, 2, ... 若级数
+→∑

i=1

| xi | pi 收敛,

则称
+→∑

i=1

xi | pi 为 X 的数学期望, 记为 EX. 即

EX =
+→∑

i=1

xipi.

随机变量的数学期望可简称为期望. 数学期望 EX 反映了随机变量 X 取值的平均, 所以也称为均

值. 由于数学期望是由分布函数唯一确定的, 所以也称为相应分布的数学期望. 若
+→∑

i=1

| xi | pi 发散, 则

称随机变量 X 的数学期望不存在. 显然, 随机变量的数学期望 EX 不一定存在.
事实上, 由于数学期望刻画随机变量 X 取值的平均大小, 这是不应该受到随机变量取值次序的不

同而改变的. 即相应的级数不论求和次序如何改变, 其值都应该保持不变. 这在数学上就相当于要求级

数
+→∑

i=1

| xi | pi 收敛, 或者说, 我们需要级数
+→∑

i=1

xipi 绝对收敛, 仅要求级数
+→∑

i=1

xipi 条件收敛是不够的.

下面我们来看几个例子.
例 4.1(二项分布的数学期望) 设随机变量 X ∼ B(n, p) , 求 X 的数学期望.
解 二项分布的概率分布如下:

P (X = k) = Ck
np

k(1→ p)n−k, k = 0, 1, ..., n.
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根据定义 4.1, 计算如下:

EX =
n∑

k=0

kpk =
n∑

k=0

kCk
np

k(1→ p)n−k =
n∑

k=1

k · n!
k!(n→ k)!

pk(1→ p)

= np
n∑

k=1

(n→ 1)!

(k → 1)!(n→ k)!
pk−1(1→ p)(n−1)−(k−1) = np.

例 4.2(泊松分布的数学期望) 设随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布 P (λ),λ > 0 . 求 X 的数学

期望.
解 泊松分布的概率分布如下:

P (X = k) =
λk

k!
e−ε, k = 0, 1, ...,

则 X 的数学期望为

EX =
+→∑

k=0

kP (X = k) =
+→∑

k=1

k
λk

k!
e−ε = λ

+→∑

k=1

λ(k−1)

(k → 1)!
e−ε = λ

+→∑

k=0

λk

k!
e−ε = λ.

于是我们发现, 泊松分布中的参数 λ 表示随机变量的均值. 例如, 当随机变量 X 代表某高速公路发

生的交通事故数时, λ 就代表平均发生的交通事故数. 这样我们对泊松分布中的参数 λ 就有了直观的理

解.

4.1.2 连续型随机变量的数学期望

下面我们考虑连续型随机变量的情形. 定义如下:
定义 4.2设连续型随机变量X 的密度函数为 p(x),若积分

∫ +→

−→
| x | p(x)dx < +⇔ ,则称

∫ +→

−→
| x | p(x)dx

为 X 的数学期望或均值. 记为 EX. 即

EX =

∫ +→

−→
xp(x)dx.

事实上, 若 X 是一个连续型随机变量, 则 p(x)∆x 近似表示 X 在 (x, x+∆x] 内取值的概率. 而这里的
积分类似于定义 4.1 中的求和, 于是可以看出, 公式 (4.1) 与公式 (4.2) 本质是相同的.
类似地, 连续型随机变量的数学期望也不一定存在. 例如, 连续型柯西 (Cauchy) 分布的数学期望是

不存在的.
柯西分布的密度函数如下:

p(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ (→⇔,+⇔),

由于 ∫ +→

−→

| x |
π(1 + x2)

dx =
2

π

∫ +→

0

x

1 + x2
dx = +⇔,

所以该分布的数学期望不存在. 值得注意的是, 尽管柯西分布的密度函数是关于 y 轴对称, 但它的
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期望不是零, 而是不存在.
例 4.3(均匀分布的数学期望) 设随机变量 X 服从 [a, b] 上的均匀分布, 求 X 的数学期望.
解 均匀分布的密度函数为

p(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

b→ a
, a ≤ x ≤ b

0,其他.

则 X 的数学期望

EX =

∫ +→

−→
xp(x)dx =

∫ b

a

x

b→ a
dx =

x2

2(b→ a)

∣∣∣∣
b

a

=
a+ b

2
.

例 4.4(指数分布的数学期望) 设随机变量 X ∼ E(λ),λ > 0 , 求 X 的数学期望.
解 由第二章知, 指数分布 X 的密度函数为

p(x) = λe−εx, x > 0,

于是由定义 4.2 得

EX =

∫ +→

−→
xp(x)dx =

∫ +→

0

λxe−εxdx = →xe−εx

∣∣∣∣
+→

0

+

∫ +→

0

e−εxdx =
→1

λ
e−εx

∣∣∣∣
+→

0

=
1

λ
.

例 4.5(正态分布的数学期望) 设随机变量 X 服从正态分布 N(µ,σ2), 求 X 的数学期望.
解 随机变量 X 的密度函数为

p(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)22σ2, x ∈ R,

其数学期望的计算如下:

EX =

∫ +→

−→
xp(x)dx =

∫ +→

−→

x√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 dx

=
1√
2π

∫ +→

−→
(µ+ σt)e

−t2

2 dt = µ

∫ +→

−→

1√
2π

e
−t2

2 dt

+
σ√
2π

∫ +→

−→
te

−t2

2 dt = µ.

其中, 第三个等号是运用变量变换 t =
x→ µ

σ
. 于是得 X 的数学期望为 µ . 特别地, 标准正态分布

N(0, 1) 的期望为 0 . 这与正态分布的函数图像完全吻合, 因为其密度函数曲线是关于 x = µ 对称的.

4.1.3 随机变量函数的数学期望

随机变量的数学期望是一个经常使用的数字特征. 在实际当中, 我们还会遇到求随机变量函数的数
学期望的问题.
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一般地, 已知随机变量 X 的分布, 且 Y = g(X) 也是一个随机变量, 现需求 Y 的数学期望. 若根据
数学期望的定义, 我们需要求出随机变量 Y 的分布. 但由上面例题的启发, 我们可以不必求出 Y 的密度

函数, 而直接利用 X 的分布来求 EY . 下面我们不加证明地给出随机变量函数的期望的计算定理.
定理 4.1 设随机变量 X 的函数 Y = g(X) 也是一个随机变量, 则下面结论成立.

(1) 若 X 为离散型随机变量, 其分布律为 P (X = xk) = pk, k = 1, 2, ..., 若
+→∑

k=1

| g(xk) | pk 收敛, 则

Y 的数学期望为

EY = E[g(X)] =
+→∑

k=1

g(xk)P (X = xk) =
+→∑

k=1

g(xk)pk.

(2) 若 X 为连续型随机变量, 其密度函数为 p(x), 若
∫ +→

−→
| g(x) | p(x)dx < +⇔, 则

EY = E[g(X)] =

∫ +→

−→
g(x)p(x)dx.

定理 4.1 可以被推广到随机向量情形.
定理 4.2 设随机向量 (X,Y ) 的函数 Z = g(X,Y ) 是一个随机变量, 则下面结论成立.
(1) 若 (X,Y ) 为离散型的随机向量, 其联合分布律为 P (X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, ..., 若

+→∑

i=1

+→∑

j=1

| g(xi, yj) | pij 收敛, 则

EZ = E[g(X,Y )] =
→∑

i=1

→∑

i=1

g(xi, yj)pij .

(2) 若 (X,Y ) 为连续型的随机向量, 其联合密度为 p(x, y), 若
∫ +→

−→

∫ +→

−→
| g(x, y) | p(x, y)dxdy < +⇔

则

EZ = E[g(X,Y )] =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
g(x, y)p(x, y)dxdy.

这两个定理极其重要, 它们提供了计算随机变量或向量函数的期望的一般方法, 而不需要先计算随
机变量或向量函数的分布. 事实上, 经过第三章的学习, 可以发现求随机变量或向量函数的分布不是一
件容易的事.但运用定理 4.1及定理 4.2,我们发现求随机变量函数的期望比求随机变量的分布函数要容
易得多. 这也是我们使用数字特征比使用分布函数更方便的地方.
例 4.6 设 X1, X2, ..., Xn 均服从 [0, 1] 上的均匀分布, 且相互独立. 令 X(n) = max(X1, X2, ..., Xn).

试求 EX(n).
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解 当随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立且具有相同的分布函数 F (x) 时,X(n) 的分布函数为

[F (x)]n =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0, x < 0

xn, 0 ≤ x ≤ 1

1, x > 1.

于是 X(n) 的密度函数为

p(x) =

⎧
⎨

⎩
nxn−1, 0 ≤ x ≤ 1

0,其他.

由定义 4.2, 得
EX(n) =

∫ +→

−→
xp(x)dx =

∫ 1

0

nxndx =
n

n+ 1
.

本题如果仍然使用定理 4.1 进行计算, 则需要计算 n 重积分, 反而变得复杂了. 因此我们在学习过
程中需要灵活运用, 不可一成不变.

4.1.4 数学期望的性质

下面我们来研究一下数学期望的性质, 这些性质虽然简单, 但经常会用到. 首先我们假设下列等式
中所涉及的数学期望均存在.

(1) 设 a 为常数, 则 E(a) = a.
(2) 线性性质: 对任意有限常数 a, b,E(aX + bY ) = aEX + bEY .
证明 这里我们仅对连续型情况加以证明. 不妨设 (X,Y ) 的联合密度函数为 p(x, y), 利用定理 4.2

可知

E(aX + bY ) =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
(ax+ by)p(x, y)dxdy

=

∫ +→

−→

∫ +→

−→
axp(x, y)dxdy +

∫ +→

−→

∫ +→

−→
byp(x, y)dxdy

= a

∫ +→

−→
x

(∫ +→

−→
p(x, y)dy

)
dx+ b

∫ +→

−→
y

(∫ +→

−→
p(x, y)dx

)
dy

= a

∫ +→

−→
xpx(x)dx+ b

∫ +→

−→
ypy(y)dy = aEX + bEY.

一般地,对任意 n个实数 ai, i = 1, 2, ..., n和任意 n个期望有限的随机变量 X1, ..., Xn,有 E(a1X1+

a2X2 + ...+ anXn) = a1EX1 + a2EX2 + ...+ anEXn.
(3) 若 X,Y 相互独立, 则 E(XY ) = EX · EY .
证明 同样我们仅对连续型加以证明, 假设随机变量 X 和 Y 的密度函数分别为 pX(x), pY (y). 于
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是

E(XY ) =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
xypX(x)pY (y)dxdy

=

∫ +→

−→

(∫ +→

−→
xpX(x)dx

)
ypY (y)dy

=

∫ +→

−→
xpX(x)dx ·

∫ +→

−→
ypY (y)dy

= EX · EY.

一般地, 若 X1, ..., Xn 相互独立, 则

E(X1X2...Xn) = EX1EX2...EXn.

在求解数学期望时, 如果能恰当利用上述性质, 将使求解过程变得更为简捷. 下面我们来看一些例
题. 首先运用期望的性质计算二项分布的期望.
例 4.7(超几何分布的数学期望) 在 N 件产品中含 M 件次品, 其余为正品. 现从中任意不放回地取

出 n 件, 求抽得的平均次品数.
解 令 X 为抽到的次品数. 由第一章的例 1.5 知 P (X = k) = (Ck

MC(N →M)(n→ k))/(Cn
N ), 如果

直接计算期望, 则计算较为复杂. 运用期望性质则可以简化运算. 首先定义

Xi =

⎧
⎨

⎩
1,第 i 件次品被抽到
0,第 i 件次品未被抽到.

则 X = X1 +X2 + ...+XM , 且

P (Xi = 1) =
C1

1C
n−1
N−1

Cn
N

=
n

N
,

而 EXi = P (Xi = 1) = n/N . 利用性质 (2), 得

EX = E(X1 +X2 + ...+XM ) = EX1 + EX2 + ...+ EXM =
nM

N
.

例 4.8 将 n 个球放入 M 个盒子, 设每个球落入各个盒子是等可能的. 求有球盒子数 X 的数学期

望.
解 令随机变量

Xi =

⎧
⎨

⎩
1,第 i 个盒子中有球
0,第 i 个盒子中无球.

故而有 X = X1 +X2 + ...+XM , 且 Xi 的数学期望为

E(Xi) = P (Xi = 1) = 1→ P (Xi = 0) = M

[
1→

(
M → 1

M

)n]
.
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所以 EX = EX1 + EX2 + ...+ EXM = MEX1 = M

[
1→

(
M → 1

M

)n]
.

例 4.9 设随机变量 X 和 Y 独立, 且 X ∼ U [→1, 1],Y ∼ E(2), 求 E(X2Y ).
解 由随机变量 X 和 Y 独立, 得到随机变量 X2 和 Y 也相互独立. 于是运用期望的性质 (3), 有

E(X2Y ) = E(X2) · EY =

(∫ 1

−1

1

2
x2dx

)
× 1

2
=

1

6
.

4.2 方差

4.2.1 方差的定义

除了数学期望之外,另一个重要的数字特征是方差,它反映了随机变量的分散程度.首先可以用 X→
EX 来表示随机变量相对于期望的偏差, 由于离散程度是不受正负号影响的, 于是我们采用 (X →EX)2

来刻画随机变量的离散程度. 最后对其求期望得 E(X → EX)2. 我们就用这个数字来衡量随机变量的分
散程度. 具体定义如下:
定义 4.3 设 X 是一个随机变量, 若 EX2 < +⇔ , 则称 E(X → EX)2 为随机变量 X 的方差, 记

�D(X) 或 Var(X). 同时称
√
D(X) 为 X 的均方差或标准差, 记为 σ(X).

当 X 为离散型随机变量, 其分布律为 P (X = xk) = pk, k = 1, 2, ... 时,

D(X) = E(X → EX)2 =
+→∑

k=1

(xk → EX)2pk.

当 X 为连续型随机变量, 其密度函数为 p(x) 时,

D(X) = E(X → EX)2 =

∫ +→

−→
(x→ EX)2p(x)dx.

此外, 一般地, 我们还可以得到方差下面的计算公式. 由期望的线性性质得

D(X) = E(X → EX)2 = E[X2 → 2XEX + (EX)2]

= EX2 → 2EX · EX + (EX)2 = EX2 → (EX)2.

于是

D(X) = EX2 → (EX)2.

这是计算方差的常用公式.
例 4.10(二项分布的方差) 设 X ∼ B(n, p), 试求 D(X).
解 二项分布的概率如下:

P (X = k) = Ck
np

k(1→ p)n−k, k = 0, 1, ..., n,
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其数学期望为 EX = np. 根据公式, 只需计算 EX2, 具体如下:

EX2 =
n∑

k=0

k2Ck
np

k(1→ p)n−k =
n∑

k=1

k2 · n!
k!(n→ k)!

pk(1→ p)n−k

= np
n∑

k=1

[(k → 1) + 1](n→ 1)!

(k → 1)!(n→ k)!
pk−1(1→ p)(n−1)−(k−1),

= np
n∑

k=1

(k → 1)(n→ 1)!

(k → 1)!(n→ k)!
pk−1(1→ p)(n−1)−(k−1)

+ np
n∑

k=1

(n→ 1)!

(k → 1)!(n→ k)!
pk−1(1→ p)(n−1)−(k−1)

= np[(n→ 1)p+ 1] = (np)2 + np(1→ p).

得

D(X) = EX2 → (EX)2 = (np)2 + np(1→ p)→ (np)2 = np(1→ p) = npq.

类似地, 设随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布 P (λ), λ > 0. 则 X 的方差 D(X) = λ. 注意泊松
分布的期望和方差均为 λ.
例 4.11(均匀分布的方差) 设随机变量 X 服从 [a, b] 上的均匀分布, 试求 D(X).
解 均匀分布的密度函数为

p(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

b→ a
, a ≤ x ≤ b

0,其他.

X 的数学期望 EX = a+b
2 . X2 的数学期望为

EX2 =

∫ +→

−→
x2p(x)dx =

∫ b

a

x2

b→ a
dx =

b3 → a3

3(b→ a)
=

a2 + ab+ b2

3
,

得

D(X) = EX2 → (EX)2 =
a2 + ab+ b2

3
→
(
a+ b

2

)2

=
(b→ a)2

12
.

例 4.12(指数分布的方差) 设随机变量 X 服从参数为 λ 的指数分布 E(λ) , 试求 D(X).
解 随机变量 X 的密度函数为 p(x) = λe−εx, x > 0 , 且 X 的数学期望 EX = 1/λ. 由于

EX2 =

∫ +→

−→
x2p(x)dx =

∫ +→

0

x2λe−εxdx = →x2e−εx

∣∣∣∣
+→

0

+ 2

∫ +→

0

xe−εx

=
2

λ

∫ +→

0

xλe−εxdx =
2

λ2
.

所以 X 的方差 D(X) = EX2 → (EX)2 = 2λ−2 → λ−2 = λ−2.
例 4.13 (正态分布的方差) 设随机变量 X 服从正态分布 N(µ,σ2), 试求 D(X).
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解 随机变量 X 的密度函数为 p(x) =
1√
2πσ

e(−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R, 数学期望为 EX = µ , 故其方差

D(X) = E(X → EX)2 =

∫ +→

−→
(x→ µ)2p(x)dx =

∫ +→

−→

(x→ µ)2√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx,

作变量变换 t = x−µ
σ , 则 X 的方差为

D(X) =
σ2

√
2π

∫ +→

−→
t2e−

t2

2 dt = σ2

[
→ 1√

2π
t2e−

t2

2

∣∣∣∣
+→

−→
+

1√
2π

∫ +→

−→
e−

t2

2 dt
]
= σ2.

可见 N(µ,σ2) 中的参数 σ2 等于正态分布的方差. 特别地, 若 X 服从标准正态分布, 则 X 的方差

为 1 . 于是我们发现正态分布中的两个参数均有着重要的意义.

4.2.2 方差的性质

下面来介绍方差的几个性质. 要注意这些性质与期望的性质之间的差别, 以免引起混淆.
(1) 常数的方差为 0, 即任意常数 a,D(a) = 0.

(2) 设 a, b 为任意有限常数, 若 X 的方差存在, 则

D(aX + b) = a2D(X).

证明 aX + b 的期望为 E(aX + b) = aEX + b, 由方差的定义知,

D(aX + b) = E[aX + b→ (aEX + b)]2 = E(aX → aEX)2 = a2E(X → EX)2 = a2D(X).

(3) 对任意的随机变量 X 和 Y , 若 X 和 Y 的方差均存在, 则

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2E[(X → EX)(Y → EY )].

特别地, 当 X 和 Y 独立时,
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明 我们仅证明和的情形, 差的情形可以类似得到.

D(X + Y ) = E[X + Y → E(X + Y )]2 = E[(X → EX) + (Y → EY )]2

= E[(X → EX)2 + (Y → EY )2 + 2(X → EX)(Y → EY )]

= D(X) +D(Y ) + 2E[(X → EX)(Y → EY )].

当 X 和 Y 独立时, 则 X → EX 与 Y → EY 也是独立的. 利用期望的性质 (3),

E[(X → EX)(Y → EY )] = E(X → EX)E(Y → EY ) = 0,
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所以

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ).

上述性质可以推广到 n 个的情形, 任意 n 个随机变量 X1, ..., Xn, 则

D(X1 + ...+Xn) =
n∑

k=1

D(Xk) + 2
∑

1≤i<j≤n

E[(Xi → EXi)(Xj → EXj)].

进而, 如果 X1, ..., Xn 两两独立, 则

D(X1 + ...+Xn) = D(X1) +D(X2) + ...+D(Xn).

下面我们看几个例子说明一下方差性质的应用.首先我们还是运用方差的性质来计算二项分布的方
差.
例 4.20 试计算二项分布 B(n, p) 的方差.
解 设 X ∼ B(n, p)„ 则 X 可以表示成 n 个独立同分布随机变量的和:

X = X1 +X2 + ...+Xn,

其中,Xi ∼ B(1, p), i = 1, 2, ..., n . 于是, 由方差性质 (3), 以及 Xi 的方差为 pq , 得 X 的方差为

D(X) = D(X1) +D(X2) + ...+D(Xn) = np(1→ p) = npq.

不难看出, 该方法比直接计算要简单得多.
例 4.21 设随机变量 X,Y 相互独立, 均服从标准正态分布, 试求 D(| X → Y |).
解 由第三章的内容, 不难看出 Z = X → Y ∼ N(0, 2). 于是

D(| X → Y |) = D(| Z |).

可得 D(| Z |) = E | Z |2 →(E | Z |)2 = EZ2 → (E | Z |)2. 再利用定理 4.1, 有

E | Z | =
∫ +→

−→
| z | 1√

2π
√
2
e−

z2

2·2 dz

=

∫ +→

0

1√
π
ze−

z2

4 dz

= →
∫ +→

0

2√
π

d(e− z2

4 )

=
1√
π
.

最终得到 D(| Z |) = EZ2 → (E | Z |)2 = 2→
(

2√
π

)2

= 2→ 4

π
.

66



4.2.3 切比雪夫不等式

下面我们介绍一下切比雪夫不等式, 该不等式在概率论的历史上占据着极为重要的作用. 定理
4.3(切比雪夫不等式) 设随机变量 X 的期望 EX 和方差 DX 均存在, 则对任意的 φ > 0, 有

P (| X → EX |≥ φ) ≤ DX

φ2
.

证明 这里我们仅对随机变量 X 为连续型情况加以证明. 设随机变量 X 的密度函数为 p(x), 则

P (| X → EX |≥ φ) =

∫

x:|x−EX|≥ε

p(x)dx ≤
∫

x:|x−EX|≥ε

(x→ EX)2

φ2
p(x)dx

≤ 1

φ2

∫ +→

−→
(x→ EX)2p(x)dx =

DX

φ2
.

切比雪夫不等式是一个重要的不等式, 它在大数定律的证明中起着重要的作用. 下面我们举一个例
子说明切比雪夫不等式的用处.
由方差的性质 (1) 知, 常数的方差为零; 反之, 若随机变量 X 的方差为零, 该随机变量是否为常

数? 直观上看结果是显然的, 但如何证明呢? 事实上我们可以运用切比雪夫不等式得到严格的证明. 假
设 D(X) = 0, 对任意的 φ > 0,

0 ≤ P (| X → EX |≥ φ) ≤ DX

φ2
= 0,

即 P (| X → EX |≥ φ) = 0. 从而

P (X ⇒= EX) = P

( →⋂

i=1

{
| X → EX |≥ 1

n

})

= lim
n→→

P

(
| X → EX |≥ 1

n

)
= 0.

即 P (X = EX) = 1. 也就是说, 随机变量 X 几乎处处为一常数. 这样我们就给出了证明.

4.3 协方差与相关系数

前面两节我们学习了随机变量的数字特征. 这一节将介绍随机向量的数字特征. 我们知道, 在第三
章表示随机向量之间的关系有条件分布,独立性等.那么如何用数字来描述两个随机变量之间的关系呢?
这就需要相关系数的概念. 首先我们介绍一下协方差的概念.

4.3.1 协方差

定义 4.4 对随机变量 X 和 Y , 若 EX,EY 和 E(XY ) 均存在, 则称 E[(X →EX)(Y →EY )] 为 X

和 Y 的协方差, 记为 cov(X,Y ). 即

cov(X,Y ) = E[(X → EX)(Y → EY )].
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协方差的概念可以看成方差概念的自然推广. 事实上,DX = cov(X,X). 也就是说, 随机变量的方差
相当于自己和自己的协方差. 由方差的性质 (3), 不难看出:

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2cov(X,Y ).

类似地, 对任意 n 个随机变量 X1, ..., Xn, 有

D(X1 + ...+Xn) =
n∑

k=1

D(Xk) + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xij , Xj).

此外, 将协方差的定义展开得

cov(X,Y ) = E[(X → EX)(Y → EY )] = EXY → E[XEY ]→ E[Y EX] + EX · EY.

注意到后面两项可以消去, 于是得到下列协方差的计算公式:

cov(X,Y ) = E(XY )→ EX · EY.

类似地, 协方差有如下的性质:
(1) 对称性,cov(X,Y ) =cov(Y,X).
(2) 对常数 a, b, c, d ∈ R ,cov(aX + c, bY + d) = abcov(X,Y ).
(3)cov(X1 +X2, Y ) =cov(X1, Y )+cov(X2, Y ).
(4) 若 X 和 Y 独立, 则 cov(X,Y ) = 0.
证明 我们仅对性质 (4) 加以证明, 由

cov(X,Y ) = E(XY )→ EX · EY.

利用期望的性质 (3), 得 cov(X,Y ) = 0.

例 4.14 设 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2,σ2
1 ,σ

2
2 , ρ) 求 cov(X,Y ).

解 由第三章, 二维正态分布的密度函数为

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1→ ρ2

· exp
{
→ 1

2(1→ ρ2)

[(
x→ µ1

σ1

)2

→ 2ρ

(
x→ µ1

σ1

)(
y → µ2

σ2

)
+

(
y → µ2

σ2

)2
]}

且 EX = µ1, EY = µ2, 于是

cov(X,Y ) = E[(X → EX)(Y → EY )] =

∫ +→

−→

∫ +→

−→
(x→ µ1)(y → µ2)p(x, y)dxdy.
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对积分进行变量变换,u =
x→ µ1

σ1
, v =

y → µ2

σ2
, 得

cov(X,Y ) =
σ1σ2

2π
√
1→ ρ2

∫ +→

−→

∫ +→

−→
uv exp

{
→ 1

2(1→ ρ2)
[(u→ ρv)2 + (1→ ρ2)v2]

}
dudv

=
σ1σ2√
2π

∫ +→

−→
ve−

v2

2 dv
∫ +→

−→
u

1√
2π(1→ ρ2)

exp
[
(u→ ρv)2

2(1→ ρ2)

]
du

=
σ1σ2√
2π

∫ +→

−→
v2e−

v2

2 dv

= σ1σ2ρ.

最后我们介绍重要的柯西-施瓦茨 (Cauchy-Schwarz) 不等式. 该不等式有多种形式, 如积分形式, 数
列形式等. 我们这里介绍的是概率论中的形式, 事实上, 它们的证明与结论都是类似的.
定理 4.4(柯西-施瓦茨不等式) 设随机变量 X 和 Y 的方差均存在, 则

[cov(X,Y )]2 ≤ D(X)D(Y ),

其中等号成立的充要条件是存在不全为 0 的常数 a 和 b, 使得

P (Y = aX + b) = 1.

证明 对任意的 t ∈ R, 定义函数

u(t) = E[t(X → EX)→ (Y → EY )]2 = t2D(X)→ 2tcov(X,Y ) +D(Y ),

显然 u(t) ≥ 0. 由判别式知 [2cov(X,Y )]2 → 4D(X)D(Y ) ≤ 0, 即

[cov(X,Y )]2 ≤ D(X)D(Y ).

等式成立的充要条件是 u(t) = 0 有一个二重实根, 设其为 t0. 于是

u(t0) = E[t0(X → EX)→ (Y → EY )]2 = D(t0(X → EX)→ (Y → EY )] = 0,

由上一节切比雪夫不等式后的论述知,

P (t0(X → EX)→ (Y → EY ) = 0) = 1.

等式的必要性得证.

69



等式部分的充分性是显然的, 若存在不全为 0 的常数 a, b, 使得 P (Y = aX + b) = 1. 于是

cov(X,Y ) = E(XY )→ EX · EY = E[X(aX + b)]→ EX · E(aX + b)

= aE(X2)→ a(EX)2 =
√
X · a2DX =

√
DX ·DY .

等式的充分性得证.

4.3.2 相关系数

在讲述相关系数之前, 我们先介绍一下标准化的概念. 在已知随机变量 X 的均值 EX 和方差 DX

时, 我们可以进行如下变换:
X∗ =

X → EX√
D(X)

.

不难看出

EX∗ = E
X → EX√

D(X)
= 0, DX∗ = D

(
X → EX√

D(X)

)
=

E(X → EX)2

D(X)
= 1.

则称 X∗ 为 X 的标准化随机变量. 例如, 若 X ∼ N(µ,σ2), 则其标准化随机变量 X → µ

σ
∼ N(0, 1),

也就是说, 正态分布标准化后就服从标准正态分布了.
下面介绍相关系数的概念.
定义 4.5 设随机变量 X 和 Y 的方差均存在, 且 D(X) > 0,D(Y ) > 0, 则称

cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

为 X 和 Y 的相关系数,记为 ρXY 或者 Corr(X,Y ).若 ρXY > 0,则称 X 和 Y 正相关;若 ρXY < 0„
则称 X 和 Y 负相关.
考虑 X 和 Y 的标准化随机变量 X∗ =

X → EX√
(D(X)

和 Y ∗ =
Y → EY√
(D(Y )

, 则

cov(X∗, Y ∗) = cov
(
X → EX√

D(X)
,
Y → EY√

D(Y )

)
=

cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

= ρXY .

可见相关系数是随机变量标准化后的协方差. 由柯西-施瓦茨不等式, 可知相关系数 ρXY 满足下列

性质:
(1)| ρXY |≤ 1;
(2)| ρXY |= 1 的充分必要条件是存在不同为 0 的常数 a, b, 使得 P (Y = aX + b) = 1. 即 X 和 Y

以概率 1 具有线性关系.
上面的性质表明, 相关系数 ρXY 刻画了 X 和 Y 间的线性相关特征.| ρXY | 越大, 表明 X 和 Y 之

间线性关系越密切, 当 | ρXY |= 1 时表明 X 和 Y 以概率 1 线性相关. 反之, 若 | ρXY | 越小, 表明 X

和 Y 的线性关系越弱. 特别地, 对于 ρXY = 0� 情形, 我们给出如下的定义.
定义 4.6 若随机变量 X 和 Y 的相关系数 ρXY = 0, 则称 X 和 Y 线性无关或不相关.
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(3) 若随机变量 X 和 Y 独立, 则 X 和 Y 不相关. 但反之未必成立.
证明 若随机变量 X 和 Y 独立, 则由期望的性质 (3) 得 E(XY ) = EX · EY , 于是 cov(X,Y ) =

E(XY )→ EX · EY = 0,, 所以 ρXY = 0.

独立和不相关并非等价, 不相关比独立的条件要弱一些. 下面我们再举一个例子来说明这个问题.
例 4.15 设 X ∼ N(0, 1),Y = X2, 试求 ρXY .

解 因为 EX = 0, E(XY ) =

∫ +→

−→
x3ϕ(x)dx = 0, 所以

cov(X,Y ) = E(XY )→ E(X)E(Y ) = 0,

进而 ρXY = 0.
在该例中, 虽然 X 和 Y 不相关, 但事实上它们之间有着严格的非线性函数关系, 所以不独立. 于是

我们就明白相关系数 ρXY 刻画了 X 和 Y 之间的线性相关特征这句话的含义了. 即使相关系数 ρXY 为

零, 也只能说明 X 和 Y 没有线性关系, 也许 X 和 Y 有着很强的非线性关系呢！而独立性则说明随机

变量 X 和 Y 之间没有任何关系.
下面的性质给出了 X 和 Y 不相关的几个等价条件:
(4) 下面四个命题相互等价:
(a)ρXY = 0;

(b)cov(X,Y ) = 0;
(c)E(XY ) = EX · EY ;
(d)D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

一般地, 独立性与不相关是不等价的, 但在正态分布的情况下, 独立性与不相关却是等价的.
例 4.16 设 (X,Y ) 服从二维正态分布 N(µ1, µ2,σ2

1 ,σ
2
2 , ρ), 则它们的独立性和不相关性等价.

证明 由 cov(X,Y ) = σ1σ2ρ, 所以 X 和 Y 的相关系数为

ρXY =
cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

=
σ1σ2ρ

σ1σ2
= ρ.

于是我们发现二维正态分布中参数 ρ 的含义了, 它就是随机变量 X 和 Y 的相关系数. 由第三章的
定理 3.2 知,X 和 Y 独立等价于 ρ = 0. 于是 X 和 Y 的独立性与不相关性等价.

4.4 矩与协方差阵

4.4.1 矩

作为期望和方差的推广, 在本节我们将介绍矩的概念. 对于随机变量 X 和正整数 k, 我们定义 X∗

的数学期望 EX∗ 为随机变量 X 的 k 阶矩. 若 k = 1, 则 EX 就是 X 的期望. 因此, 矩可以看作期望的
推广; 同样, 可以定义中心化后随机变量的期望 E(X → EX)k. 若 k = 2, 则 E(X → EX)2 就是 X 的方

差. 下面我们给出具体的定义.
定义 4.7 设 X 是一个随机变量, 对正整数 k, 若 E(| X |k) < ⇔ , 则称 EXk 为 X 的 k 阶原点矩

或 k 阶矩; 若 E(| X → EX |k) < ⇔ , 则称 E(X → EX)k 为 X 的 k 阶中心矩.
同样, 随机变量的 k 阶矩也不一定存在. 若 X 的 k 阶矩或 k 阶中心矩存在, 则可以运用随机变量

函数的期望计算公式 (即定理 4.1) 计算 k 阶矩及 k 阶中心矩.
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例 4.17 设 X ∼ N(µ,σ2), 求 X 的 k 阶中心矩, 其中 k 为任意正整数.
解 随机变量 X 的密度函数为 p(x) = 1√

2πσ
e(−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R, 数学期望为 EX = µ. 故其 k 阶中心

矩为

E(X → EX)k =

∫ +→

→
(x→ µ)k

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =

∫ +→

→
σktk

1√
2π

e−
t2

2 dt.

其中第二个等号还是利用变量变换 t =
x→ µ

σ
.

当 k 为奇数时, 被积函数是一个可积的奇函数, 所以 E(X → EX)k = 0.
当 k 为偶数时, 有

E(X → EX)k = σk

∫ +→

−→
tk

1√
2π

e−
t2

2 dt

= →σk

∫ +→

−→
tk−1 1√

2π
e−

t2

2 dt

= → σk

√
2π

[
tk−1e−

t2

2

]+→

−→
+ σk(k → 1)

∫ +→

−→
tk−2 1√

2π
e−

t2

2 dt

= σk(k → 1)

∫ +→

−→
tk−2 1√

2π
e−

t2

2 dt

= · · · = σk(k → 1)(k → 3) · · · 3 · 1 ·
∫ +→

−→

1√
2π

e−
t2

2 dt

= σk(k → 1)(k → 3) · · · 3 · 1

综上所述, 得

E(X → EX)k =

⎧
⎨

⎩
0, k为奇数

σk(k → 1)!!, k为偶数.

我们将随机变量标准化后的三阶矩称为偏度, 同时将标准化随机变量的四阶矩称为峰度. 由例 4.17
不难看出, 正态分布的偏度为 0, 峰度为 3. 峰度可以用来衡量分布形状的陡峭程度. 在实际中, 高于四阶
的矩是较少用到的.

4.4.2 * 协方差阵

对于 n 维随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn)T , 也可以定义其数学期望及协方差阵.
定义 4.8 对随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn)T , 称

EX = (EX1, EX2, ..., EXn)
T

为 X 的数学期望.
记 cij = cov(Xi, Xj), i, j = 1, 2, ..., n. 称矩阵

Σ = (cij)n×n =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n

· · · · · · · · ·
cn1 cn2 · · · cnn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
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为 X 的协方差阵.
显然, 协方差阵是一个对称阵. 例如, 我们考虑二维正态分布 (X1, X2) 时, 其协方差阵为

Σ =

[
σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

]

此时二维正态分布的联合密度函数可以写成如下形式:

p(x) =
1

(2π)
2
2 (detΣ) 1

2

exp
[
→1

2
(x→ µ)TΣ−1(x→ µ)

]
,

其中 x = (x1, x2)T ,µ = (µ1, µ2)T = (EX1, EX2)T . 该公式展开后与第三章公式是完全相同的. 且容
易记忆, 因为它与一维正态分布的公式是类似的.
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5 极限理论

极限理论是概率论的重要内容, 在概率统计的理论研究与实际应用中具有非常重要的意义. 极限理
论主要包含大数定律与中心极限定理, 它反映了随机变量序列的频率稳定性与分布稳定性问题.
第一章中我们提出了频率的稳定性问题, 即随着试验次数 n 的增加, 事件的频率将在某个数值 p 附

近稳定地摆动. 而稳定性究竟怎样描述, 如何用数学语言把它表达出来, 大数定律从理论上阐述了这一
问题.
大量随机因素的叠加会产生正态分布的特征, 中心极限定理从理论上揭示了这一现象.

5.1 大数定律

大数定律是研究随机现象统计规律性的理论, 大数定律揭示了随机变量平均值的收敛规律, 我们先
介绍随机变量收敛的概念.
定义 5.1 设 Y1, Y2, · · · , Yn, · · · 为随机变量序列, 若存在常数 a, 对任意给定的 φ > 0, 有

lim
n→→

P (| Yn → a |≥ φ) = 0,

或

lim
n→→

P (| Yn → a |< φ) = 1,

则称随机变量序列 Y1, Y2, · · · , Yn · · · 依概率收敛于 a, 记为 Yn
P→→ Pa.

随机变量序列的收敛性是指 n → ⇔ 时, 随机变量 Yn 与常数 a 的偏差小于任意正数 φ 的概率将趋

向于 1 , 这与数学分析中的极限定义有明显不同.
定义 5.2 设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 为随机变量序列, 若

lim
n→→

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n

n∑

k=1

EXk

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

或

lim
n→→

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n

n∑

k=1

EXk

∣∣∣∣∣ < φ

)
= 1.

则称 {Xn} 服从大数定律.
不同的大数定律主要是条件的不同. 以下我们介绍三个常用的大数定律: 切比雪夫大数定律, 独立

同分布大数定律与伯努利大数定律.
定理 5.1(切比雪夫大数定律) 设 X1, X2, · · · 为两两互不相关的随机变量序列, 其方差一致有界, 即

存在常数 C, 使得 DXk < C, 对一切 k = 1, 2, · · · 成立, 则 {Xn} 服从大数定律, 即

lim
n→→

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n

n∑

k=1

EXk

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

或
1

n

n∑

k=1

Xk
P→→ 1

n

n∑

k=1

EXk.
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证明 先证
1

n2
D

(
n∑

k=1

Xk

)
→ 0. 由于 {Xk} 两两互不相关, 即 cov(Xi, Xj) = 0, 所以

1

n2
D

(
n∑

k=1

Xk

)
=

1

n2

[
n∑

k=1

DXk + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj)

]

=
1

n2

n∑

k=1

DXk <
1

n2

n∑

k=1

C =
C

n
→ 0.

根据切比雪夫不等式

0 ≤ P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n

n∑

k=1

EXk

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n
E

(
n∑

k=1

Xk

)∣∣∣∣∣ ≥ φ

)

≤ D

(
1

n

n∑

k=1

Xk

)
/
φ2 =

1

n2
D

(
n∑

k=1

Xk

)
/
φ2 → 0.

定理 5.2(独立同分布大数定律) 设 X1, X2, · · · 为相互独立且分布相同的随机变量序列, 数学期望
存在,EXn = µ, 则 {Xn} 服从大数定律, 即

lim
n→→

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk → µ

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

证明 只在方差存在的情况下给出证明.
因为 {Xn} 同分布, 设 DXn = σ2 < ⇔, 从而方差一致有界, 由于 X1, X2, · · · 相互独立, 必有两两

互不相关, 而 1

n

n∑

k=1

EXk = µ, 根据切比雪夫大数定律

lim
n→→

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

Xi →
1

n

n∑

i=1

EXi

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= lim

n→→
P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

Xi → µ

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

因此, 大数定律成立. 可以表示为 1

n

n∑

k=1

Xk
P→→ µ.

大数定律给出了频率稳定性的严格数学定义,即大量独立随机观测的平均值依概率收敛于分布的期
望值. 因此, 对于一些具有随机性的测量结果, 以多次测量的平均值作为测量值会更加准确. 这也为估计
任意分布的随机变量的数学期望提供了可行方法.
例 5.1 以上述思想方法, 计算定积分

∫ 1

0

f(x)dx.
解 设 X 服从 [0, 1] 上的均匀分布, 密度 p(x) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 则

E[f(X)] =

∫ +→

−→
f(x)p(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx.

根据大数定律,n很大时,f(X)的 n个观测值的平均值接近于期望值 E[f(X)],即 E[f(X)] ≈ 1

n

n∑

k=1

f(xk).

具体求法: 在计算机上用随机数发生器产生 n 个 [0, 1] 区间上均匀分布的随机数 x1, x2, · · · , xn, 便有
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∫ 1

0

f(x)dx ≈ 1

n

n∑

k=1

f(xk). 算例,
∫ 1

0

ex
2dx 准确值为 1.4626517..., 取 n = 104, 近似值为 1.46285; 取

n = 105, 近似值为 1.46268.
例 5.2 设 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 均服从参数为 λ 的指数分布, 当 n 趋于无穷大时, 问

Yn =
1

n

n∑

k=1

X2
k 依概率收敛于何值?

解 设X ∼ E(λ), X1, X2, · · · , Xn相互独立与X 同分布,根据独立性的性质,可得X2
1 , X

2
2 , · · · , X2

n

相互独立且分布相同. 由独立同分布大数定律,

Yn =
1

n

n∑

k=1

X2
k

P→→ EX2.

X ∼ E(λ), 因此 EX =
1

λ
, DX =

1

λ2
,

EX2 = DX + (EX)2 =
1

λ2
+

(
1

λ

)2

=
2

λ2
,

Yn =
1

n

n∑

k=1

X2
k

P→→ 2

λ2
.

定理 5.3(伯努利大数定律) 设 nA 是 n 重伯努利试验中 A 发生的次数,A 发生的概率为 p, 则对任
意 φ > 0, 有

lim
n→→

P
(∣∣∣

nA

n
→ p
∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

证明 令

Xk =

⎧
⎨

⎩
1, 第 k 次实验中 A 发生

0, 第 k 次实验中 A 不发生
, k = 1, 2, · · · , n.

则 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 均服从 0→ 1 分布,EXk = p,
1

n

n∑

k=1

EXk = p.

显然,nA = X1 +X2 + · · ·+Xn,nA

n
=

1

n

n∑

k=1

Xk, 由独立同分布大数定律

lim
n→→

P
(∣∣∣

nA

n
→ p
∣∣∣ ≥ φ

)
= lim

n→→
P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk →
1

n

n∑

k=1

EXk

∣∣∣∣∣ ≥ φ

)
= 0.

或

lim
n→→

P
(∣∣∣

nA

n
→ p
∣∣∣ < φ

)
= 1.

因此伯努利大数定律成立, 可以表示为 nA

n
P→→ p.

伯努利大数定律表明, 当试验次数 n 不断增加时, 事件 A 发生的频率与 A 发生的概率 p 的偏差小

于任意正数 φ 的概率趋向于 1, 这从理论上说明了频率的稳定性. 从实用的角度看, 当试验次数充分大
时, 可以用事件发生的频率代替事件发生的概率.
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5.2 中心极限定理

有一类随机变量, 由大量独立随机因素叠加而成, 其中每一个因素的影响是微小的, 不占主导地位
的. 那么, 这样的随机变量其分布会呈现出正态分布的特征.
定义 5.3(标准化随机变量) 若随机变量 X 满足

EX = 0, DX = 1,

则称 X 为标准化随机变量.
对于任意随机变量 X, 令 Y =

X → E(X)√
D(X)

, 则 Y 为标准化随机变量.

定理 5.4独立同分布中心极限定理 (林德贝格-列维)随机变量序列 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布,数
学期望与方差均存在,EXk = µ,DXk = σ2 > 0, 则对任意 x 有

lim
n→→

P

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

k=1

Xk → nµ

√
nσ

≤ x

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

∫ x

−→

1√
2π

e−
t2

2 dt = Φ(x).

证明略.
设上述随机变量序列和

n∑

k=1

Xk 的标准化随机变量为 Yn, 则

Yn =

n∑

k=1

Xk → E

(
n∑

k=1

Xk

)

√√√√D

(
n∑

k=1

Xk

) =

n∑

k=1

Xk → nµ

√
nσ

.

定理 5.4 说明,Yn 的分布函数

Fn(x) = P (Yn ≤ x) = P

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

k=1

Xk → nµ

√
nσ

≤ x

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

的极限形式是 Φ(x), 也就是说随机变量之和的标准化随机变量 Yn 的极限分布是标准正态分布. 在
实际问题中, 一般当 n 较大时, 可以认为独立同分布随机变量的和近似服从正态分布

n∑

k=1

Xk → nµ

√
nσ

∼ N(0, 1),
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或
n∑

k=1

Xk ∼ N(nµ, nσ2),

即
n∑

k=1

Xk ∼ N

[
E

(
n∑

k=1

Xk

)
, D

(
n∑

k=1

Xk

)]
.

一般而言,n 个随机变量之和的概率分布, 即使已知每个随机变量的分布也是很难求出的, 而利用中

心极限定理, 当 n 很大时, 可以用正态分布来近似描述
n∑

k=1

Xk 的分布, 这为 k = 1 解决很多实际问题提

供了方便.
例 5.3 一信号接收器同时收到 20 个信号电压, 设它们互相独立均服从均匀分布 U(0, 10), 求电压

之和大于 105 的概率.
解 记信号电压为 Vk, 则 EVk = 5, DVk = 102/12, k = 1, 2, · · · , 20.

设 V =
n∑

k=1

Vk, 则 EV =
n∑

k=1

EVk = 100, DV =
n∑

k=1

DVk =
500

3
, 由中心极限定理,V ∼

(
100, 500

3

)

, V−100√
500/3

∼ N(0, 1).

P (V > 105) = P

(
V → 100√

500/3
>

105→ 100√
500/3

)
≈ 1→ Φ(0.39) = 0.3483.

例 5.4 某元件的使用寿命 (单位: 小时) 服从指数分布, 已知其平均寿命为 20 小时. 某仪器不间断
地使用该元件, 一只损坏后自动更换另一只. 问应至少准备多少只, 才能以 95% 以上的概率保证可连续
使用 2000 小时.
解 设至少准备 n 只, 第 k 只寿命记为 Xk, Xk ∼ E(λ), 平均寿命 EXk = 1/λ = 20, 所以,

DXk = 1/λ2 = 400, 则
n∑

k=1

Xk = 20n,D
n∑

k=1

Xk = 400n, 由中心极限定理,

n∑

k=1

Xk ∼ N(20n, 400n),

从而

P

(
n∑

k=1

Xk ≥ 2000

)
= P

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

k=1

Xk → 20n

√
400n

≥ 2000→ 20n√
400n

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

= 1→ Φ

(
2000→ 20n√

400n

)
= Φ

(
→2000→ 20n√

400n

)
> 0.95,

查表,Φ(1.64) = 0.95,→2000→ 20n√
400n

> 1.64, 即 20n → 32.8
√
n → 2000 > 0, 解之,n > 117.8 或 n <

85(舍), 所以应至少准备 118 只.
例 5.5 由大数定律我们知道, 独立同分布随机变量 {Xk} 的平均值依概率收敛于其均值 µ, 设 n 很
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大, 试用中心极限定理求 1

n

n∑

k=1

Xk 与 µ 的偏差小于 φ 的概率.

解 设 EXk = µ,DXk = σ2, 由中心极限定理

n∑

k=1

Xk ∼ N(nµ, nσ2),

从而

N(0, 1)

1

n

n∑

k=1

Xk → µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1).

所以有

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

Xk → µ

∣∣∣∣∣ < φ

)
= P

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

n

n∑

k=1

Xk → µ

σ/
√
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

<
φ

σ/
√
n

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
= 2Φ

(
φ

σ/
√
n

)
→ 1.

定理 5.5(拉普拉斯中心极限定理) 设 µn 是 n 重伯努利试验中 A 发生的次数, 每次试验中 A 发生

的概率为 p, q = 1→ p, 则对任意 x 有

lim
n→→

P

(
µn → np
√
npq

≤ x

)
=

1√
2π

∫ x

−→
e−

t2

2 dt = Φ(x).

证明 令

Xk =

⎧
⎨

⎩
1, 第 k 次实验中 A 发生

0, 第 k 次实验中 A 不发生
, k = 1, 2, · · · , n.

则 X1, X2, ..., Xn 相互独立, 均服从 0-1 分布,µn =
n∑

k=1

Xk, 且 EXk = p,DXk = σ2 = pq, 代入独立

同分布中心极限定理, 可见定理 5.4 成立.
显然, 拉普拉斯中心极限定理中的 µn 服从二项分布 B(n, p), 定理表明,µn 的标准化随机变量

µn → np
√
npq

, 其极限分布为标准正态分布. 当 n 充分大时,µn → np
√
npq

近似服从标准正态分布. 等价地,n 充

分大时 µn ∼ N(np, npq).
这说明, 服从二项分布的随机变量,n 充分大时近似服从正态分布.
这一性质, 也为二项分布的计算带来方便. 例如, 按二项分布计算

P (a ≤ µn ≤ b) =
∑

a≤k≤b

Ck
np

kqn−k,

当求和项数很多时, 计算复杂. 而用中心极限定理, 计算简单.
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P (a ≤ µn ≤ b) = P (
a→ np
√
npq

≤ µn → np
√
npq

≤ b→ np
√
npq

)

= Φ(
b→ np
√
npq

)→ Φ(
a→ np
√
npq

).
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6 统计量与抽样分布

前面我们介绍了概率论的基本内容. 从本章起, 我们将进入本课程的另外一个部分-数理统计学. 数
理统计学也是一门研究随机现象的学科, 它以概率论为其理论基础, 但它的研究内容及方式与概率论又
有所不同.通过概率论的学习,可以看到概率论有着严谨的理论体系,从公理到定理,以演绎的方式展开;
而数理统计则比较注重应用, 它的理论方法往往更具有归纳的特点.
粗略地讲, 数理统计是一门研究带有随机因素数据的学科. 它的内容大致分为两类: 一是研究如何

有效地收集随机数据, 如抽样调查; 二是研究如何有效地分析已获得的随机数据, 这类问题包含众多的
分支, 如参数估计, 假设检验等. 本书主要就是介绍这方面的基本内容.
数理统计的应用十分广泛.事实上,它几乎渗透到人类活动的一切领域.例如,农业,生物领域的“生

物统计”; 经济, 商业领域的“计量统计”; 金融领域的“保险统计”; 气象领域的“气象统计”; 医学领
域的“医学统计”; 教育和心理学领域的“教育统计”等. 这些领域的统计方法的基础就是数理统计.

6.1 总体与样本

6.1.1 总体

在数理统计中, 我们将所研究的对象的全体称为总体. 而将总体中每个成员称为个体. 例如, 我们研
究一家工厂的某种产品的废品率. 这种产品的全体就是我们的总体, 而每件产品则是个体. 又如, 我们要
研究某市小学生的身高与体重. 那么该市全体小学生的身高与体重就是我们的总体, 而每个小学生的身
高与体重就是个体. 实际上, 我们真正关心的并不是总体或个体本身, 而是它们的某一项或几项数量指
标 X.
例 6.1 现用一把尺子测量一个物体的长度. 假定进行了 n 次测量, 得到一组数值

x1, x2, · · · , xn.

在这个问题中, 我们可以将总体理解为一切可能的测量值的全体. 由于各种随机的因素, 在不同的
测量中得到的测量值是不同的. 因此, 我们通常将总体的数量指标 X 看成随机变量, 它的分布称为总体
的分布. 在上例中, 假定物体的真正长度为 µ(未知). 如果测量过程没有系统误差, 可以认为总体 X 服从

N(µ,σ2). 其中 σ2 反映了测量的精度, 在某些情况下也可以设 σ2 为已知.
如果一个总体所包含的个体数量是有限的, 则称之为有限总体. 如果总体所包含的个体数量是无限

的, 则称之为无限总体. 在实际问题中, 即使是有限总体, 其数量也是比较大的, 我们往往将它近似地看
作无限总体. 例如, 研究某地区农民的收入. 尽管该地区农民的数量是有限的, 我们仍然将其看成无限总
体, 甚至还可以将总体分布取成连续型分布.

6.1.2 样本

为了对总体 X 进行研究, 通常要从总体中随机地抽取一些个体, 这些个体就称为样本. 抽得样本的
过程称为抽样. 样本中个体的数量称为样本容量.
设对总体进行了 n 次观测, 得到一组数据 (x1, x2, · · · , xn). 我们称这组数据为样本观察值或样本

值. 统计学的工作就是利用样本观察值对总体分布中的未知成分进行推断. 如例 6.1 中, 我们需要研究
如何利用样本观察值对物体的长度 µ 进行合理的估计. 值得注意的是, 样本具有二重性. 就一次具体的
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观察而言,(x1, x2, · · · , xn) 是完全确定的数, 也就是说, 样本具有数的属性; 但另一方面, 由于各种随机
因素的影响, 在不同的观察中样本的取值会发生变化. 因此, 又应该将它们看成随机变量, 即样本同时具
有随机变量的属性. 总而言之, 在具体计算中, 我们通常将样本看成一组数, 通常用小写字母表示, 记为
(x1, x2, · · · , xn). 而在考虑一般问题时, 我们谈到样本, 往往将其看做一组随机变量, 通常用大写字母表
示, 记为 (X1, X2, · · · , Xn).
既然样本 (X1, X2, · · · , Xn) 被看做随机变量, 自然需要研究其分布. 为了使样本能很好地反映总体

的特征, 我们对随机抽样提出如下要求:
(1) 代表性: 样本能够代表总体. 也就是说, 样本的每个分量 Xi 与总体 X 具有相同的分布.
(2) 独立性:X1, X2, · · · , Xn 为相互独立的随机变量.
满足上述两点性质的样本称为

简单随机样本, 也简称为样本. 今后如不作特别声明, 本书提及的样本均指简单随机样本.
设总体 X 的分布函数为 F (x), 则样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的分布函数为

F (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

F (xi).

若总体是连续性随机变量, 其概率密度函数为 p(x), 则样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的概率密度函数为

p(x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

p(xi).

在数理统计中, 总体或者说总体分布是我们研究的对象, 而样本是从总体中随机抽取的一部分个体,
这些样本中包含着总体的信息, 通过对这些样本进行具体的研究, 我们可以得到对总体的解释. 因此, 如
何利用样本去合理推断总体, 这是数理统计这门学科需要研究的问题. 这种由已知推断未知, 由具体推
断抽象的思想, 对我们今后的研究是大有启发的.

6.2 统计量与抽样分布

在获得样本之后, 我们就要对总体的未知成分进行推断. 这需要对样本进行加工, 整理, 从中提取有
用的信息. 为此要针对不同的问题构造不同的样本函数, 这种函数称为统计量.
定义 6.1 设 (X1, X2, · · · , Xn) 为总体 X 的一个样本,T (x1, x2, · · · , xn) 为不含任何未知参数的函

数, 则称 T (X1, X2, · · · , Xn) 为一个统计量.
统计量是样本的函数, 但值得注意的是, 统计量中不含任何未知量. 因此, 一旦有了样本, 就可以计

算出统计量.如例 6.1中,X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi 是统计量,但 X→µ就不是统计量.下面介绍一些常用的统计量.

设 (X1, X2, · · · , Xn) 为总体 X 中抽取的一个样本. 称统计量

X̄ =
1

n

n∑

i−1

Xi

为样本均值; 统计量

S2 =
1

n→ 1

n∑

i=1

(Xi → X̄)2
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为样本方差; 需要说明的是, 这样定义的样本方差具有无偏性. 同时我们称 S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi →X)2

为样本二阶中心矩. 统计量

S =

√√√√ 1

n→ 1

n∑

i=1

(Xi → X̄)2

为样本标准差; 统计量

Ak =
1

n

n∑

i=1

Xk
i , k = 1, 2, · · ·

为样本 k 阶原点矩; 统计量

Bk =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)k, k = 1, 2, · · ·

为样本 k 阶中心矩.
例 6.2 设 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn) 为二维总体 (X,Y ) 的一个样本. 记

X̄ =
1

n

n∑

i−1

Xi, S∗2
X =

1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2,

Ȳ =
1

n

n∑

i−1

Yi, S∗2
Y =

1

n

n∑

i=1

(Yi → Ȳ )2,

SXY =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)(Yi → Ȳ ),

则称 r = SXY /(S∗
X · S∗

Y ) 为样本相关系数.
前面我们讲过,样本具有二重性.统计量作为样本的函数,同样具有二重性.即在一次具体的观察中,

统计量是具体的数值; 但脱离具体的观察或试验, 统计量应看成随机变量.
统计量的分布称为抽样分布. 研究统计量的分布对于统计推断是十分重要的. 一般来说, 要确定一

个统计量的精确分布是十分困难的, 只有在正态总体的情况下, 有比较好的结论. 这些我们将在下一节
详细介绍. 对于一般情形, 我们通常利用概率论中的极限定理求出统计量的极限分布. 这在统计学中称
为大样本理论.
例 6.3 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自均值为 µ , 方差为 σ2 的总体的一组样本, 则当 n 充分大时, 根据

中心极限定理, 有 ∑n
i=1 Xi → nµ√

nσ
→ N(0, 1),

于是我们近似地有

X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
).

上例表明, 不管总体分布如何, 样本均值 X 近似地服从均值为 µ , 方差为 σ2

n
的正态分布. 这在实

际应用中是十分方便的.
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6.3 正态总体

本节我们将要研究正态总体下常见统计量的精确分布. 在今后的各章中将会看到, 正态总体的研究
十分重要. 这是因为在实际状况中, 正态总体是实际总体一个很好的近似. 这在概率论的极限理论的学
习中我们已经体会到了. 因此, 本节的内容对于今后的学习是十分重要的.
首先我们先介绍数理统计学中占有重要地位的三大分布:χ2 分布,t 分布和 F 分布.

6.3.1 χ2 分布

定义 6.2 设 X1, X2, · · · , Xn 为独立同分布的随机变量, 均服从 N(0, 1), 则称随机变量

χ2
n =

n∑

i=1

X2
i

为服从自由度为 n 的 χ2 分布, 记为 χ2
n ∼ χ2(n).

χ2 分布的密度函数为

p(x) =

⎧
⎨

⎩

1
2n/2Γ(n/2)

exp(→x
2 )x

n
2 −1 x > 0

0 x ≤ 0

它的图形见图 14, 它随着 n 的取值不同而不同.χ2 分布是现代统计学的奠基人之一 Pearson 提出
的, 它在统计学中有着重要的应用.

图 14

χ2 分布具有下列性质:
性质 1 若 χ2

1 ∼ χ2(n1),χ2
2 ∼ χ2(n2), 且 χ2

1 与 χ2
2 相互独立, 则有 χ2

1 + χ2
2 ∼ χ2(n1 + n2).

性质 2 若 χ2 ∼ χ2(n), 则 E(X2) = n,D(X2) = 2n.
性质 1 的证明由定义可以直接得到, 性质 2 的证明作为习题. 下面我们不加证明地引进一个比性质

1 更为深刻的结论.
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* 定理 6.1 设 X1, X2, · · · , Xn 为独立同分布的随机变量, 均服从 N(0, 1). 又设

Q1 +Q2 + · · ·+Qk =
n∑

i=1

X2
i ,

其中 Qi(i = 1, 2, · · · , k) 是秩为 ni 的 X1, X2, · · · , Xn 的非负二次型, 则 Qi(i = 1, 2, · · · , k) 相互独
立且分别服从自由度为 ni 的 χ2 分布的充要条件为

n1 + n2 + · · ·+ nk = n.

定理 6.1 称为柯赫伦 (Cochran) 分解定理, 该定理在方差分析中有重要的应用.

6.3.2 t 分布

定义 6.3 设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), 且 X 与 Y 相互独立, 则称随机变量

T =
X√
Y /n

为服从自由度为 n 的 t 分布, 记为 T ∼ t(n).
t 分布的密度函数为

p(x) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

)
(
1 +

x2

n

)−n+1
2

,

它的图形见图 15,它随着 n的取值不同而不同. t分布是由英国统计学家W.Gosset以笔名 Student
发表的. 因此, t 分布又称为学生 (Student) 分布.
如图 15 所示, t 分布的密度函数是偶函数, 关于 y 轴对称. 可以证明, 当 n → 8 时, p(x) 收敛于标

准正态分布 Φ(x). 故当 n 足够大时, t 分布近似 N(0, 1). 但 n 较小时, 两者的差别较大, t 分布的尾部比
标准正态分布的尾部的概率大.

图 15
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6.3.3 F 分布

定义 6.4 设 U ∼ χ2(n1), V ∼ χ2(n2), 且 U 与 V 相互独立, 则称随机变量

F =
U/n1

V /n2

为服从自由度为 (n1, n2) 的 F 分布, 记为 F ∼ F (n1, n2).
F 分布的密度函数为

p(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Γ[(n1+n2)/2]
Γ(n1/2)Γ(n2/2)

(
n1

n2

)n1
2

x
n1
2 −1

(
1 + n1

n2
x
)−n1+n2

2

x > 0

0 x ≤ 0

它的图形见图 16.

图 16

F 分布是另一位现代统计学的奠基人 Fisher 提出的. 容易验证, F 分布具有下列性质:
(1) 若 F ∼ F (n1, n2), 则

1

F
∼ F (n2, n1).

(2) 若 T ∼ t(n), 则 T 2 ∼ F (1, n).

6.3.4 上 ε 分位点

在数理统计学中常用到上 ε 分位点的概念.
定义 6.5 设 X 是一个随机变量, 对于给定的数 ε(0 < ε < 1), 称满足条件

P (X > λα) = ε

的实数 λα 为 X 的上 ε 分位点.
上 ε 分位点的几何意义见图 17. 其中 p(x) 为 X 的密度函数, 阴影部分的面积为 ε.
对于上 ε 分位点 λα, 当 X ∼ N(0, 1) 时记为 uα; 当 X 服从 χ2(n), t(n), F (n1, n2) 时, 分别记为
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图 17

χ2
α(n), tα(n), Fα(n1, n2). 根据这几个分布的性质, 易见

u1−α = →uα,

t1−α(n) = →tα(n).

另外, 对于 F 分布的上 ε 分位点, 有如下的性质:

F1−α(n1, n2) =
1

Fα(n2, n1)
.

事实上, 若 F ∼ F (n1, n2), 则

1→ ε = P [F > F1−α(n1, n2)] = P

[
1

F
<

1

Fα(n2, n1)

]

= 1→ P

[
1

F
≥ 1

F1−α(n1, n2)

]
,

于是

P

[
1

F
>

1

F1−α(n1, n2)

]
= P

[
1

F
≥ 1

F1−α(n1, n2)

]
= ε.

再由 F 分布的性质 (1), 得到公式.
在通常的 F 分布表中, 只对 ε 比较小的值给出了上 ε 分位点. 利用公式我们可以计算 ε 值比较大

的上 ε 分位点.

6.3.5 正态总体的样本均值与样本方差的分布

对于正态总体, 样本均值与样本方差及其相关的某些统计量的分布具有非常完美的结论, 这些结论
对于参数估计与假设检验具有重要的意义. 这些结果由下列定理给出.
定理 6.2 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自正态总体 N(µ,σ2) 的一个样本, 则
(1)X̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
;

(2)(n→ 1)S2/σ2 ∼ χ2(n→ 1);
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(3)X 与 S2 相互独立.
* 证明
(1)X 是多元正态分布 (X1, X2, · · · , Xn)的线性组合,于是,X 也服从正态分布.又 EX̄ = µ,DX̄ =

σ2

n
,

因此,X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
.

再证 (2),(3). 作正交阵 a =

⎡

⎢⎢⎣

a1

· · ·
an

⎤

⎥⎥⎦, 其中 a1 =

(
1√
n
,

1√
n
, · · · , 1√

n

)
. 令 Y =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

Y1

Y2

· · ·
Yn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
= A

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

X1

X2

· · ·
Xn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
=

AX.由于X ∼ N(
√
nµa1,σ2In),根据多元正态分布的性质,Y ∼ N(

√
nµAa1, Aσ2InA′) = N(

√
nµAa1,σ2In).

于是 Y1, Y2, · · · , Yn 相互独立,Y1 =
1√
n
(X1 + · · ·+Xn) =

√
nX̄. 且由 A 的正交性, 可见 Y2, Y3, · · · , Yn

的期望均为 0, 因此我们得到 Yi ∼ N(0,σ2), i = 2, 3, · · · , n. 同时

n∑

i=1

Y 2
i = Y ′Y = (AX)′(AX) = X ′A′AX = X ′X =

n∑

i=1

X2
i ,

所以

(n→ 1)S2 =
n∑

i=1

(Xi → X̄)2 =
n∑

i=1

X2
i → nX̄2

=
n∑

i=1

Y 2
i → Y 2

1 =
n∑

i=2

Y 2
i ,

故 (n→ 1)S2/σ2 ∼ χ2(n→ 1), 且与 X 相互独立. 证毕.
推论 6.1 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自正态总体 N(µ,σ2) 的一个样本, 则

T =

√
n(X̄ → µ)

S
∼ t(n→ 1).

证明 根据定理 6.2,
√
n(X̄ → µ)

σ
∼ N(0, 1), (n→ 1)S2/σ2 ∼ χ2(n→ 1), 且相互独立. 因此,

T =

√
n(X̄ → µ)

S
=

√
n(X̄ → µ)/σ√

(n→ 1)S/[(n→ 1)σ2]
∼ t(n→ 1).

推论 6.2 设 X1, X2, · · · , Xn1 是来自正态总体 N(µ1,σ2
1) 的一个样本,Y1, Y2, · · · , Yn2 为来自正态总

体 N(µ2,σ2
2) 的一个样本, 且两样本相互独立. 记 X̄ 和 Ȳ 分别为它们的样本均值, 样本方差分别为

S2
1 =

1

n1 → 1

n1∑

i=1

(Xi → X̄)2,

S2
2 =

1

n2 → 1

n2∑

i=1

(Yi → Ȳ )2.
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则

F =
S2
1σ

2
2

S2
2σ

2
1

∼ F (n1 → 1, n2 → 1).

证明 根据定理 6.2 及 F 分布的定义直接得到.
推论 6.3 设 X1, X2, · · · , Xn1 是来自正态总体 N(µ1,σ2) 的一个样本,Y1, Y2, · · · , Yn2 为来自正态总

体 N(µ2,σ2) 的一个样本, 且两样本相互独立. 则

F =
S2
1σ

2
2

S2
2σ

2
1

∼ F (n1 → 1, n2 → 1).

证明 由定理 6.2, 有

X̄ → Ȳ ∼ N

(
µ1µ2,

(
1

n 1
+

1

n 2

)
σ2

)
,

[(n1 → 1)S2
1 + (n2 → 1)S2

2 ]/σ
2 ∼ χ2(n1 + n2 → 2).

且两者相互独立, 再由 t 分布的定义得到结论.
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7 参数估计

参数估计与假设检验是统计推断的两个主要内容. 在很多情形下, 总体的分布类型已知, 而其中某
些参数未知. 例如, 我们知道总体的分布是正态分布, 但其中的期望与方差未知. 利用样本构造合理的统
计量对未知参数进行估计, 这就是参数估计的主要任务. 参数估计又可分为点估计与区间估计. 当然, 与
参数估计对应的还有非参数估计, 此时, 我们连总体的分布类型也不知道, 例如, 我们只知道总体是连续
性分布, 但不知道其具体类型. 如何对总体的某些特征进行估计就称为非参数估计. 本章我们只研究参
数估计.

7.1 矩估计

设总体的分布为 F (x; θ),其中 θ = (θ1, θ2, · · · , θk)′为 k维向量.我们根据样本 X1, X2, · · · , Xn构造

一个统计量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)作为 θ的估计,则称 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)为 θ的估计量.如果 x1, x2, · · · , xn

是一组样本观察值, 代入 θ̂ 后得到的具体值 θ̂(x1, x2, · · · , xn) 称为 θ 的估计值. 这样的估计称为点估计.
矩估计的思想方法是用样本矩去作为总体矩的估计. 具体地, 设参数 θ = (θ1, θ2, · · · , θk)′ 可表示为

总体矩 µ1, µ2, · · · , µk 的函数 θi = hi(µ1, µ2, · · · , µk), i = 1, 2, · · · , k, 以样本矩 A1, A2, · · · , Ak 代替总

体矩 µ1, µ2, · · · , µk, 所得的估计量就是矩估计量. 具体步骤如下:
(1) 求总体的各阶原点矩

µi = gi(θ1, θ2, · · · , θk), i = 1, 2, · · · , k;

(2) 解上述方程组, 得
θi = hi(µ1, µ2, · · · , µk), i = 1, 2, · · · , k;

(3) 将样本矩 A1, A2, · · · , Ak 代替总体矩 µ1, µ2, · · · , µk, 即得矩估计

θ̂i = hi(A1, A2, · · · , Ak), i = 1, 2, · · · , k.

矩估计的理论背景: 根据第五章的大数定律, 我们知道

Aj =
1

n

n∑

i=1

Xj
i

P→→ µj , j = 1, 2, · · · .

若 h 为已知的连续函数, 可以证明

h(A1, A2, · · · , Ak)
P→→ h(µ1, µ2, · · · , µk),

这称为矩估计的相合性.
例 7.1 设总体 X ∼ N(µ,σ2), 其中 µ,σ2 为未知参数,X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的一个样本. 求

µ,σ2 的矩估计.
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解 因为 EX = µ,DX = σ2, 于是

µ = µ1;

σ2 = µ2 → µ2
1.

将样本矩 A1, A2 代入, 得到

µ̂ =A1 = X̄;

σ̂2 = A2 →A2
1 =

1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2.

需要注意的是, 方差 σ2 的矩估计并不是样本方差 S2, 而是样本二阶中心矩

S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2 =
n→ 1

n
S2.

例 7.2 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X ∼ U [θ1, θ2] 的一个样本, 求 θ1, θ2 的矩估计.
解 这里有两个未知参数, 故首先求出总体的一阶, 二阶矩.

⎧
⎪⎨

⎪⎩

µ1 = EX =
θ1 + θ2

2

µ2 = EX2 = DX + (EX)2 =
(θ2 → θ1)2

12
+

(θ1 + θ2)2

4

解上述方程组, 得到 θ1, θ2 的表达式:
⎧
⎨

⎩
θ1 = µ1 →

√
3(µ2 → µ2

1)

θ2 = µ1 +
√
3(µ2 → µ2

1)

分别以 A1, A2 代替 µ1, µ2, 即得 θ1, θ2 的矩估计为

⎧
⎨

⎩
θ̂1 = X̄ →

√
3S∗

θ̂2 = X̄ +
√
3S∗

例 7.3 设在 n 次独立试验中事件 A 发生 k 次, 求事件 A 发生的概率 p 的矩估计.
解令 X 表示在一次试验中事件 A 发生与否, 即

X =

⎧
⎨

⎩
1, 若A发生

0, 若A不发生

设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本. 因为 p = EX, 故得概率 p 的矩估计

p̂ = X̄ =
k

n
.
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例 7.4 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X ∼ P (λ) 的样本, 求 λ 的矩估计.
解 因为 λ = EX, 所以 λ 的矩估计为 λ̂ = X̄. 另外, 我们知道泊松分布的方差也是 λ, 因此也可以

用样本二阶中心矩 S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2 作为 λ 的矩估计. 我们究竟采用哪一个呢? 在实际中, 我们一

般选用阶数较低的样本矩, 所以, 我们选用 X 作为 λ 的矩估计.
例 7.5设 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn)为二维总体 (X,Y )的一个样本,求相关系数 ρ的矩估计.
解 因为 ρ =

cov(X,Y )√
DX ·DY

= EXY → EX · EY [EX2 → (EX)2] · [EY 2 → (EY )2], 故相关系数 ρ 是

矩 (EX,EX2, EY,EY 2, EXY ) 的函数. 将样本矩代替原点矩, 得到 ρ 的矩估计为

ρ̂ =

1

n

n∑

i=1

XiYi → X̄ · Ȳ
√√√√
(
1

n

n∑

i=1

X2
i → X̄2

)(
1

n

n∑

i=1

Y 2
i → Ȳ 2

) =
SXY

S∗
X · S∗

Y

.

其中

X̄ =
1

n

n∑

i−1

Xi, S∗2
X =

1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2,

Ȳ =
1

n

n∑

i=1

Yi, S∗2
Y =

1

n

n∑

i=1

(Yi → Ȳ )2,

SXY =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)(Yi → Ȳ ).

事实上, 由例 6.2 可知,ρ 的矩估计就是样本相关系数 r.
矩估计是一种直观, 简便的估计方法, 它的适用范围很广, 并不需要知道总体分布的具体类型, 只需

计算总体矩的表达式即可. 但由于矩估计方法没有充分利用总体分布 F (x; θ) 中的信息, 因此, 矩估计往
往精度不高.

7.2 极大似然估计

极大似然估计是英国著名统计学家 Fisher 于 1922 年提出的. 迄今为止, 该方法仍然是统计学中最
重要的方法之一.
极大似然估计的思想是非常直观的. 例如, 靶场上打了一枪, 发现这一枪打中了 10 环. 现可能有两

个射手打了这一枪, 其中一人是神射手, 另一人是普通射手. 问这一枪可能是谁打的? 这就相当于我们有
了一个样本 (10 环), 两个射手相当于两个参数, 问题是选取哪一个参数作为估计? 从直观上, 我们肯定
会选取神射手 (因为神射手打中 10 环的概率大). 这就是极大似然估计的思想. 下面我们再通过一个例
子说明极大似然估计方法的思想.
在已有样本的基础上, 要选择参数的一个合理的估计值, 就是要使得参数在取该估计值时样本发生

的可能性达到最大. 这就是极大似然估计的思想方法.
一般地, 设总体 X 为连续型随机变量, 其密度函数为 p(x; θ), θ ∈ Θ,θ 为待估参数,Θ 为参数 θ 的取
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值范围.(X1, X2, · · · , Xn)为来自总体 X 的样本,则 (X1, X2, · · · , Xn)的概率密度函数为
n∏

i=1

p(xi; θ).又

设 (x1, x2, · · · , xn) 是样本的一组观察值, 那么样本 (X1, X2, · · · , Xn) 落在点 (x1, x2, · · · , xn) 的邻域内

的概率近似为
n∏

i=1

p(xi; θ)dxi.

若总体 X 为离散型随机变量, 其概率函数为 p(x; θ),θ ∈ Θ,θ 为待估参数,Θ 为参数 θ 的取值范围.

同样设 (X1, X2, · · · , Xn) 为来自总体 X 的样本, 则 (X1, X2, · · · , Xn) 的联合概率仍为
n∏

i=1

p(xi; θ).

极大似然估计法就是选取使得上面的概率达到最大的参数值 θ̂ 作为 θ 的估计. 为方便起见, 不论总
体 X 为离散型随机变量或为连续型随机变量, 均记

L(x1, x2, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

p(xi; θ).

当样本值 (x1, x2, · · · , xn) 取定时,L(x1, x2, · · · , xn; θ) 是关于 θ 的函数, 称之为似然函数. 满足下式

L(x1, x2, · · · , xn; θ̂) = max
θ∈Θ

L(x1, x2, · · · , xn; θ).

的最大值点 θ̂(x1, x2, · · · , xn) 称为 θ 的极大似然估计值,θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 称为极大似然估计量.
由于 L(θ) 是连乘的形式, 求最大值并不方便. 注意到 lnL(θ) 是 L(θ) 的单调函数, 因而有相同的最

大值点. 在很多情况下, 求 lnL(θ) 的最大值点比较简单. 我们称 lnL(θ) 为对数似然函数, 称

∂ lnL(θ)

∂θ
=

n∑

i=1

∂ ln p(xi; θ)

∂θ
= 0.

为似然方程 (组). 解似然方程 (组), 得到的解往往就是极大似然估计. 下面举例说明求极大似然估
计的方法.
例 7.7 设总体 X ∼ B(1, p), X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本, 试求参数 p 的极大似然估计.
解 设 (x1, x2, · · · , xn) 是样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的一组观察值.X 的分布律为

P (X = x) = px(1→ p)1−x, x = 0, 1.

所以似然函数为

L(p) =
n∏

i=1

pxi(1→ p)1−xi = p
∑n

i=1 xi(1→ p)n−
∑n

i=1 xi .

故对数似然函数为

lnL(p) =

(
n∑

i=1

xi

)
ln p+

(
n→

n∑

i=1

xi

)
ln(1→ p)
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似然方程如下:

d lnL(p)

dp =

n∑

i=1

xi

p
→

n→
n∑

i=1

xi

1→ p
= 0.

解得 p 的极大似然估计值为

p̂ =

n∑

i=1

xi

n
= x̄.

p 的极大似然估计量为

p̂ =

n∑

i=1

Xi

n
= X̄.

例 7.8 设总体 X ∼ P (λ),X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本, 试求参数 λ 的极大似然估计.
解 设 (x1, x2, · · · , xn) 是样本 (X1, X2, · · · , Xn) 的一组观察值.X 的分布律为

P (X = x) =
λx

x!
e−ε, x = 0, 1, 2, · · · .

于是参数 λ 的似然函数为

L(λ) =
n∏

i=1

λxi

xi!
e−ε =

λ
n∑

i=1

xi

n∏

i=1

xi!

e−nε.

似然方程为

d lnL(λ)

dλ =

n∑

i=1

xi

λ
→ n = 0.

解得 λ 的极大似然估计值为

λ̂ =

n∑

i=1

xi

n
.

λ 的极大似然估计量为

λ̂ =

n∑

i=1

Xi

n
.

例 7.9 设总体 X ∼ N(µ,σ2), 其中 µ,σ2 为未知参数,X1, X2, · · · , Xn 是 X 的一个样本. 求 µ,σ2

的极大似然估计.
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解 似然函数为

L(µ,σ2) =
n∏

i=1

1√
2πσ

exp
[
→(xi → µ)2

2σ2

]

= (2π)−
n
2 (σ2)→ n

2
exp

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
→

n∑

i=1

(xi → µ)2

2σ2

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

它的对数为

lnL(µ,σ2) = →n

2
ln(2π)→ n

2
ln(σ2)→

n∑

i=1

(xi → µ)2

2σ2
.

似然方程组为 ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ ln  L
∂µ

=

n∑

i=1

(xi → µ)

σ2
= 0

∂ ln  L
∂σ2

= → n

2σ2
+

1

2σ4

n∑

i=1

(xi → µ)2 = 0

由前一式解得 µ̂ = x̄, 代入后一式得 σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(xi → x̄)2. 因此,µ,σ2 的极大似然估计量分别为

X̄, S∗2 =
n→ 1

n
S2. 它们与矩估计相同.

例 7.10 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X ∼ U [θ1, θ2] 的样本, 求 θ1, θ2 的极大似然估计.
解 X 的密度函数为

p(x; θ1, θ2) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

θ2 → θ1
, θ1 ≤ x ≤ θ2

0, 其他

似然函数为

L(θ1, θ2) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

(θ2 → θ1)n
, θ1 ≤ xi ≤ θ2, i = 1, 2, · · · , n

0, 其他

显然,L(θ1, θ2) 作为 θ1, θ2 的函数是不连续的, 此时我们不能用似然方程组来解极大似然估计, 而必
须从极大似然估计的定义出发, 求 L(θ1, θ2) 的最大值. 为使 L(θ1, θ2) 达到最大, 须使 θ2 → θ1 尽可能小.
但同时注意到 θ2 不能小于 max(x1, x2, · · · , xn),θ1 不能大于 min(x1, x2, · · · , xn), 否则 L(θ1, θ2) = 0. 故
得 θ1, θ2 的极大似然估计为

θ̂1 = min(x1, x2, · · · , xn),

θ̂2 = max(x1, x2, · · · , xn).

由于考虑到总体的分布, 极大似然估计通常比矩估计优良. 但极大似然估计的计算较复杂, 往往需
要计算机才能得到近似解. 另外, 极大似然估计还具有一个优良的性质: 不变性原则. 设 θ̂ 是参数 θ 的极
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大似然估计,ϕ(θ) 有单值反函数, 则 ϕ(θ̂) 是 ϕ(θ) 的极大似然估计, 即

ˆϕ(θ) = ϕ(θ̂).

例如, 在例 7.9 中, 我们求得 σ2 的极大似然估计为 S∗2, 因 ϕ(σ) = σ2(σ ≥ 0) 有单值反函数, 由此
性质可得 σ 的极大似然估计为 S∗.

7.3 估计量的评价标准

通过上面两节的内容可以看出, 由不同的方法可以得到不同的参数估计. 那么, 究竟采用哪一个估
计量呢? 这就涉及估计量的评价标准. 这里只介绍常用的三种标准, 无偏性, 均方误差准则和一致性.

7.3.1 无偏性

定义 7.1 设 θ̂(X1, X2, · · · , Xn) 为参数 θ 的一个估计量,Θ 为参数 θ 的取值范围, 若对任意 θ ∈ Θ,
有

E[θ̂(X1, X2, · · · , Xn)] = θ,

则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计量.
无偏性的实际意义是, 用估计量 θ̂ 对未知参数 θ 进行估计, 有时会高于 θ, 有时会低于 θ, 但平均来

说它等于未知参数 θ. 也就是说, 没有系统误差.
例 7.11 设总体 X 的 k 阶原点矩 µk 存在,X1, X2, · · · , Xn 是来自总体的一个样本. 则 k 阶样本原

点矩 Ak 是 µk 的无偏估计.

证明 E(Ak) = E

[
1

n

n∑

i=1

Xk
i

]
=

1

n

n∑

i=1

EXk
i = µk.

特别地,X̄ 是总体的数学期望 EX 的无偏估计.
例 7.12 设总体 X 的方差 σ2 存在且有限, X1, X2, · · · , Xn 是来自总体的一个样本. 则样本方差 S2

是方差 σ2 的无偏估计.
证明 因为

S2 =
1

n→ 1

n∑

i=1

(Xi → X̄)2 =
1

n→ 1

n∑

i=1

X2
i → n

n→ 1
(X̄)2,

故得

E(S2) =
1

n→ 1

n∑

i=1

E(X2
i )→

n

n→ 1
E(X̄)2

=
1

n→ 1

n∑

i=1

(σ2 + µ2)→ n

n→ 1
(
σ2

n
+ µ2) = σ2.

同时可见,样本二阶中心矩 S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2不是 σ2的无偏估计.但有 E(S∗2) =
n→ 1

n
σ2 → σ2,,

此时我们称 S∗2 为 σ2 的渐进无偏估计.
例 7.13 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X ∼ U [0, θ] 的样本, 令 X(n) = max(X1, X2, · · · , Xn). 试

证:θ̂ =
n+ 1

n
X(n) 是 θ 的无偏估计.
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证明 总体 X 的分布函数为

F (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ 0
x

θ
, 0 < x ≤ θ

1, x > θ

于是 X(n) 的分布函数为 Fn(x), 所以 X(n) 的密度函数为

pn(x; θ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

nxn−1

θn
, 0 ≤ x ≤ θ

0, 其他

故得

E(θ̂) =
n+ 1

n
E(X(n))

=
n+ 1

n

∫ θ

0

nxn

θn
dx

=
n+ 1

θn
xn+1

n+ 1

∣∣∣∣
θ

0

= θ.

所以 θ̂ =
n+ 1

n
X(n) 是 θ 的无偏估计.

注意, 即使 E(θ̂) = θ, 不一定有 E[g(θ̂)] = g(θ), 其中 g(θ) 是 θ 的函数. 这说明, 当 θ 是 θ 的无偏估

计, 未必有 g(θ̂) 是 g(θ) 的无偏估计.

7.3.2 均方误差准则

作为参数 θ 的估计 θ̂(X1, X2, · · · , Xn), 我们当然希望它们的差距 θ̂→ θ 越小越好, 由于 θ̂ 是随机变

量, 我们用 E(θ̂ → θ)2 来衡量估计量 θ̂ 的好坏, 并将其称为均方误差, 记为 M(θ̂, θ), 即

M(θ̂, θ) = E(θ̂ → θ)2.

显然, 均方误差越小越好, 这一准则称为均方误差准则. 又

M(θ̂, θ) = E(θ̂ → Eθ̂ + Eθ̂ → θ)2

= E(θ̂ → Eθ̂)2 + 2E(θ̂ → Eθ̂)(Eθ̂ → θ) + (Eθ̂ → θ)2

= D(θ̂) + (Eθ̂ → θ)2,

因此, 均方误差可以分解为两部分

M(θ̂, θ) = D(θ̂) + (Eθ̂ → θ)2,

第一部分是 θ̂ 的方差, 第二部分是估计量偏差 Eθ̂→ θ 的平方. 如果估计量是无偏估计, 那么第二部
分为零, 均方误差就变为方差.
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例 7.14 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X ∼ U [0, θ] 的样本, 试比较 θ̂1 = 2X̄ 与 θ̂2 = X(n) 的均方

误差.
解因为 θ̂1 是无偏估计, 所以

M(θ̂1, θ) = D(θ̂1) = 4D(X̄) =
4θ2

12n
=

θ2

3n
.

又由例 7.13 知 X(n) 的密度函数如下:

pn(x; θ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

nxn−1

θn
, 0 ≤ x ≤ θ

0, 其他

于是 E(X(n)) =
n

n+ 1
θ, 且

E(X2
(n)) =

∫ θ

0

nxn+1

θn
dx =

n

n+ 2

xn+2

θn

∣∣∣∣∣

θ

0

=
n

n+ 2
θ2.

所以

M(θ̂2, θ) = D(X(n)) + (EX(n) → θ)2

=
nθ2

(n+ 2)(n+ 1)2
+

θ2

(n+ 1)2

=
2θ2

(n+ 2)(n+ 1)
.

当 n > 2 时, 有 M(θ̂1, θ) > M(θ̂2, θ). 事实上, 容易看出,θ̂1 是矩估计, 而 θ̂2 则是极大似然估计. 这
说明极大似然估计优于矩估计.

7.3.3 * 一致性

无偏性与均方误差都是在样本量 n 固定的前提下对估计量进行研究, 有时我们也可以考虑当样本
量 n → ⇔ 时估计量的性质. 从直观上, 当样本量越来越多时, 样本中含有的关于未知参数的信息也越来
越多, 因此估计也应该越准确. 也就是说, 估计量应越来越接近于真实参数. 这就是一致性的概念.
定义 7.2 设 θ̂n(X1, X2, · · · , Xn) 为参数 θ 的一个估计量,Θ 为参数 θ 的取值范围, 若对任意 θ ∈ Θ,

有

θ̂n
P→→ θ.

则称 θ̂n 是 θ 的一致估计量. 一致性是在样本量趋于无穷大时对估计量的要求, 因此, 它是估计量的
大样本性质, 也称为相合性. 由本章第一节知, 矩估计往往具有相合性.
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7.4 区间估计

7.4.1 基本概念与枢轴变量法

前面我们讨论了参数估计中的点估计问题. 除了用一个点去估计未知参数外, 我们还可以构造一个
区间 (θ̂1, θ̂2) 来估计参数 θ 的范围. 由于 θ̂1, θ̂2 均为随机变量, 因此, 我们还必须指出该区间以多大概率
包含未知参数 θ, 这称为区间的置信度.
定义 7.3 设 θ 是总体 X 的未知参数,X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本. 若对事先给定的常数

ε(0 < ε < 1), 存在两个统计量 θ̂1(X1, X2, · · · , Xn) 与 θ̂2(X1, X2, · · · , Xn), 使得

P (θ̂1 < θ < θ̂2) = 1→ ε,

则称区间 (θ̂1, θ̂2) 是 θ 的置信度为 1→ ε 的置信区间,θ̂1, θ̂2 分别称为置信下限和置信上限,1→ ε 称

为置信度或置信系数.
应该特别指出的是, 上式的含义是在重复取得多组样本的情况下, 将得到很多不同的区间 (θ̂1, θ̂2),

这些区间中大约有 100(1 → ε)% 的区间包含未知参数 θ. 但对于一组样本来说, 绝不能认为“θ ∈
(θ̂1(x1, x2, · · · , xn), θ̂2(x1, x2, · · · , xn))的概率为 1→ε”.因为对于一组样本观察值来说,θ̂1(x1, x2, · · · , xn)

,θ̂2(x1, x2, · · · , xn)均为具体的数值,此时要么区间 (θ̂1(x1, x2, · · · , xn), θ̂2(x1, x2, · · · , xn))包含未知参数

θ, 要么该区间不包含未知参数 θ.
另外, 置信区间的长度可以看成区间估计的精度. 当然我们希望区间估计既有高的置信度, 又有好

的精度. 但一般来说, 精度与置信度二者之间是矛盾的. 随机区间的长度越长, 置信度就越高, 但精度下
降; 反之, 随机区间的长度越短, 精度提高, 但置信度下降. 在实际问题中, 我们总是在保证置信度的条件
下, 尽可能地提高精度.
在实际问题中, 有时我们只关心未知参数的上限或下限. 例如, 工厂生产一批电子产品, 需要估计产

品的平均寿命. 产品寿命越长越好, 因此我们只关心产品寿命的下限. 这样就需要引进单侧置信区间的
概念.
定义 7.4 设 θ 是总体 X 的未知参数,X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本. 若对事先给定的常数

ε(0 < ε < 1), 存在一个统计量 θ̂1, 使得

P (θ̂1 < θ) = 1→ ε,

则称区间 (θ̂1,+⇔) 是 θ 的置信度为 1 → ε 的单侧置信区间,θ̂1 称为置信度为 1 → ε 的单侧置信下

限. 若存在统计量 θ̂2, 使得
P (θ < θ̂2) = 1→ ε,

则称区间 (→⇔, θ̂2) 是 θ 的置信度为 1→ ε 的单侧置信区间,θ̂2 称为置信度为 1→ ε 的单侧置信上限.
下面通过一个例子说明如何求区间估计.
例 7.15 设一批螺栓的直径服从正态分布 N(µ, 0.12), 现从中抽取 25 枚, 测得其平均直径为 2.024

厘米. 求螺栓的直径 µ 的置信度为 95% 的置信区间.
解 首先样本均值 X 是总体均值 µ 的一个合理估计 (即是矩估计, 又是极大似然估计). 由此构造

一个样本函数

U =
X̄ → µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1),
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该函数含有未知参数 µ, 但它的分布不含任何未知参数. 对于给定的置信度为 1→ ε, 有

P (|U | < uα/2) = 1→ ε,

其中 uα/2 为标准正态分布的上
ε

2
分位点. 利用不等式变形可得

P

(
→uα/2 <

X̄ → µ

σ/
√
n

< uα/2

)
= 1→ ε,

即得

P

(
X̄ → uα/2

σ√
n
< µ < X̄ + uα/2

σ√
n

)
= 1→ ε.

于是我们求得 µ 的置信度为 1→ ε 的置信区间为

(
X̄ → uα/2

σ√
n
, X̄ + uα/2

σ√
n

)
.

将 σ = 0.1, n = 25,ε = 0.05, uα/2 = u0.025 = 1.96, X̄ = 2.024 代入, 得

X̄ → uα/2
σ√
n
= 2.024→ 1.96× 0.1√

25
= 1.9848, X̄ + uα/2

σ√
n
= 2.024 + 1.96× 0.1√

25
= 2.0632.

所以 µ 的置信度为 95% 的置信区间为 (1.9848, 2.0632).
总结例 7.15, 可以得到求区间估计的一般方法, 具体步骤如下:
(1) 先找一个样本函数 U(X1, X2, · · · , Xn; θ). 它包含待估参数 θ, 而不包含其他未知参数, 且 U 的

分布已知, 不依赖于任何未知参数. 这样的函数称为枢轴变量 (注意枢轴变量不是统计量, 因为它含有未
知参数).

(2) 对事先给定的置信度为 1→ ε, 根据 U 的分布找到两个常数 a, b, 使得

P (a < U < b) = 1→ ε.

(3) 利用不等式变形, 由 a < U < b 解出 θ̂1 < θ < θ̂2, 则 (θ̂1, θ̂2) 就是 θ 的置信度为 1 → ε 的置信

区间.
这种方法称为枢轴变量法. 其中构造枢轴变量 U(X1, X2, · · · , Xn; θ) 是其关键, 它的构造往往是通

过点估计而来的. 单侧置信区间的求法是类似的, 在此我们不赘述了.

7.4.2 正态总体 N(µ,σ2) 中均值 µ 的置信区间

设给定置信度为 1→ ε, X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X ∼ N(µ,σ2) 的一组样本.
(1) σ2 已知, 求 µ 的置信区间.
由例 7.15, 取枢轴变量

U =
X̄ → µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1).

再由 P (|U | < uα/2) = 1→ ε, 利用不等式变形解得

P

(
X̄ → uα/2

σ√
n
< µ < X̄ + uα/2

σ√
n

)
= 1→ ε.
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于是,µ 的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
X̄ → uα/2

ε√
n
, X̄ + uα/2

ε√
n

)
.

这里顺便讲一下单侧置信区间的求法. 以置信上限为例, 枢轴变量仍为

U =
X̄ → µ

ε/
√
n

∼ N(0, 1).

再由 P (U > →uα) = 1→ α, 利用不等式变形解得

P

(
µ < X̄ + uα

ε√
n

)
= 1→ α.

于是,µ 的置信度为 1 → α 的单侧置信区间为

(
→∞, X̄ + uα

ε√
n

)
. 类似地,µ 的置信度为 1 → α 的

另外一个单侧置信区间为

(
X̄ → uα

ε√
n
,+∞

)
.

(2)ε2 未知, 求 µ 的置信区间.
由推论 6.1, 取

T =

√
n(X̄ → µ)

S
∼ t(n→ 1),

它包含待估参数 µ, 且分布完全确定, 不依赖任何未知参数. 在给定的置信度为 1 → α 下,P [|T | <
tα/2(n→ 1)] = 1→ α. 利用不等式变形解得

P

[
X̄ → tα/2(n→ 1)

S√
n
< µ < X̄ + tα/2(n→ 1)

S√
n

]
= 1→ α.

于是,µ 的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
X̄ → tα/2(n→ 1)

S√
n
, X̄ + tα/2(n→ 1)

S√
n

)
.

比较两个公式可以发现, 当 ε2 未知时, 我们只需将 ε 换成样本标准差 S(它是 ε 的合理估计), 当然
区间估计中的上 α 分位点 uα/2 也要换成 tα/2(n→ 1).
例 7.16 设有一批糖果, 现随机抽取 12 包, 称得质量 (单位: 千克) 为

9.9 10.1 10.3 10.4 10.5 10.2
9.7 9.8 10.1 10.0 9.8 10.3

假定质量服从正态分布, 试求总体均值的置信度为 95% 的置信区间.
解 由样本观察值算得 X̄ = 10.092, S = 0.2575, t0.025(11) = 2.201, 代入上式

X̄ → tα/2(n→ 1)
S√
n
= 10.092→ 2.201× 0.2575√

12
= 9.9284,

X̄ + tα/2(n→ 1)
S√
n
= 10.092 + 2.201× 0.2575√

12
= 10.2556,

101



所以均值的置信度为 95% 的置信区间为 (9.9284,10.2556).

7.4.3 正态总体 N(µ,ε2) 中方差 ε2 的置信区间

这里只介绍 µ 未知的情形.
由定理 6.2 知

(n→ 1)S2/ε2 ∼ χ2(n→ 1),

上式分布已知, 不依赖于任何未知参数. 取作枢轴变量. 故得

P

[
χ2
1→α/2(n→ 1) <

(n→ 1)S2

ε2
< χ2

α/2(n→ 1)

]
= 1→ α.

解得

P

[
(n→ 1)S2

χ2
α/2(n→ 1)

< ε2 <
(n→ 1)S2

χ2
1→α/2

(n→ 1)

]
= 1→ α.

于是,ε2 的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
(n→ 1)S2

χ2
α/2(n→ 1)

,
(n→ 1)S2

χ2
1→α/2(n→ 1)

)
.

注意, 在密度函数不对称时, 如 χ2 分布和 F 分布, 我们仍然用对称的分位点来确定置信区间. 这样
得到的置信区间的长度未必是最短的, 但计算方便. 如要求最短的置信区间, 则计算过于复杂, 实际中一
般不会去求.
例 7.17 设将一个物体称了 10 次, 得到的质量 (单位: 千克) 为

10.1 10 9.8 10.5 9.7
10.1 9.9 10.2 10.3 9.9

表 8

假定质量服从正态分布, 试求总体方差 ε2 的置信度为 95% 的置信区间.
解 由样本观察值算得 S2 = 0.0583, 又 n = 10, x2

0.025(9) = 19.023, x2
0.975(9) = 2.70. 代入上式得 2

的置信度为 95% 的置信区间为 (0.028,0.194).

7.4.4 两个正态总体 N(µ1,ε2
1), N(µ2,ε2

2) 的均值差 µ1 → µ2 的置信区间

两个正态总体的区间估计问题, 在实际应用中经常遇到. 例如, 比较甲, 乙两个工厂生产的药品的治
疗效果, 考察一项新技术对产品的质量指标的作用等. 这些问题通常可以归结为研究两个正态总体的均
值差的区间估计.
设X1, X2, · · · , Xn1 是来自正态总体N(µ1,ε2

1)的一个样本,Y1, Y2, · · · , Yn2 为来自正态总体N(µ2,ε2
2)

的一个样本, 且两样本相互独立. 记 X 和 Y 分别为它们的样本均值,S2
1 和 S2

2 分别为它们的样本方差.
(1)ε2

1 ,ε
2
2 均已知, 求 µ1 → µ2 的置信区间.
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取

U =
X̄ → Ȳ → (µ1 → µ2)√

ε2
1

n1
+

ε2
2

n2

∼ N(0, 1),

再由 P (|U | < uα/2) = 1→ α 利用不等式变形解得

P

⎛

⎝X̄ → Ȳ → uα/2

√
ε2
1

n1
+

ε2
2

n2
< µ1 → µ2 < X̄ → Ȳ + uα/2

√
ε2
1

n1
+

ε2
2

n2

⎞

⎠ = 1→ α.

即得 µ1 → µ2 的置信度为 1→ α 的置信区间为

⎛

⎝X̄ → Ȳ → uα/2

√
ε2
1

n1
+

ε2
2

n2
, X̄ → Ȳ + uα/2

√
ε2
1

n1
+

ε2
2

n2

⎞

⎠ .

(2)ε2
1 = ε2

2 = ε2, 但 ε2 未知, 求 µ1 → µ2 的置信区间.
由推论 6.3, 取

T =

√
n1n2(n1 + n2 → 2)

n1 + n2

(X̄ → Ȳ )→ (µ1 → µ2)√
(n1 → 1)S2

1 + (n2 → 1)S2
2

∼ t(n1 + n2 → 2),

在给定的置信度为 1→ α 下,P [|T | < tα/2(n1 + n2 → 2)] = 1→ α. 利用不等式变形解得

P

[
X̄ → Ȳ → tα/2(n1 + n2 → 2)Sw

√
1

n1
+

1

n2
< µ1 → µ2

+ tα/2(n1 + n2)Sw

√
1

n1
+

1

n2

]
= 1→ α,

其中 Sw =

√
(n1 → 1)S2

1 + (n2 → 1)S2
2

n1 + n2 → 2
. 从而 µ1 → µ2 的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
X̄ → Ȳ → tα/2(n1 + n2 → 2)Sw

√
1

n1
+

1

n2
, X̄ → Ȳ + tα/2(n1 + n2 → 2)Sw

√
1

n1
+

1

n2

)
.

例 7.18设某工厂利用两条自动化流水线灌装矿泉水.随机地抽取样本X1, X2, · · · , X12和 Y1, Y2, · · · , Y17,
它们是每瓶矿泉水的体积 (单位: 毫升). 计算得样本均值 X̄ = 501.1 和 Ȳ = 499.7, 样本方差 S2

1 =

2.4, S2
2 = 4.7. 假定两条流水线生产的矿泉水体积均服从正态分布, 且它们的方差相等. 求 µ1 → µ2 的置

信度为 95% 的置信区间.

解 首先计算 Sw =

√
(n1 → 1)S2

1 + (n2 → 1)S2
2

n1 + n2 → 2
=

√
11× 2.4 + 16× 4.7

12 + 17→ 2
= 1.94. 又 t0.025(27) =

2.05, 代入公式,µ1 → µ2 的置信度为 95% 的置信区间为 (-0.101,2.901).
在例 7.18 中,µ1 → µ2 的区间估计包含零, 这时我们可以认为 µ1 与 µ2 没有显著差异. 详细讨论见

下章内容-假设检验.
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7.4.5 两个正态总体 N(µ1,ε2
1), N(µ2,ε2

2) 的方差比 ε2
1/ε

2
2 的置信区间

这里我们只介绍 µ1, µ2 未知的情形. 记号同上一小节. 由推论 6.2, 取

F =
S2
1ε

2
2

S2
2ε

2
1

∼ F (n1 → 1, n2 → 1).

F 的分布已知, 不依赖于任何未知参数. 将 F 取作枢轴变量. 在给定的置信度为 1→ α 下得

P [F1→α/2(n1 → 1, n2 → 1) <
S2
1ε

2
2

S2
2ε

2
1

< Fα/2(n1 → 1, n2 → 1)] = 1→ α.

利用不等式变形, 得到 ε2
1

ε2
2

的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
S2
1

S2
2

· 1

Fα/2(n1 → 1, n2 → 1)
,
S2
1

S2
2

· 1

F1→α/2(n1 → 1, n2 → 1)

)
.

例 7.19 设两个化验员独立地对某种聚合物的含氯量分别做了 10 次和 11 次测定, 算得样本方差为
S2
1 = 0.5419, S2

2 = 0.6065. 假定测量值均服从正态分布. 求方差比 ε2
1

ε2
2

的置信度为 90% 的置信区间.

解 按题意 n1 = 10, n2 = 11, 1→α = 90%.于是得 F0.05(9, 10) = 3.02及 F0.95(9, 10) =
1

F0.05(10,9)
=

1

3.14
, 从而由公式得 ε2

1

ε2
2

的置信度为 90% 的置信区间为

(
0.5419

0.6065
× 1

3.02
,
0.5419

0.6065
× 3.14

)
= (0.296, 2.806).

7.4.6 * 非正态总体均值的区间估计 (大样本法)

当总体分布非正态时, 一般很难求出统计量的具体分布. 此时我们采取大样本方法. 在样本量较大
的情况下, 利用极限定理求出枢轴变量的近似分布, 然后求得参数的区间估计.
设 X1, X2, · · · , Xn 为来自均值为 µ, 方差为 ε2 的总体的一组样本, 给定置信度为 1→ α, 求均值 µ

的区间估计.
当 n 充分大时, 根据中心极限定理, 有

n∑

i=1

Xi → nµ

√
nε

→ N(0, 1).

于是
X̄ → µ

ε/
√
n

≈ N(0, 1).

若 ε 未知, 可以用样本标准差 S 代替, 得

U =
X̄ → µ

S/
√
n

≈ N(0, 1).
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将其取作枢轴变量, 再由 P (|U | < uα/2) = 1→ α, 利用不等式变形解得均值 µ 的置信度为 1→ α 的

置信区间为 (
X̄ → uα/2

S√
n
, X̄ + uα/2

S√
n

)
.

例 7.20 设总体服从 0-1 分布,X1, X2, · · · , Xn 为来自总体的一组样本. 求 p 的置信度为 1→α 的置

信区间.
解 由于 p = EX, 注意到

S2 =
1

n→ 1

n∑

i=1

(Xi → X̄)2

=
1

n→ 1

(
n∑

i=1

X2
i → nX̄2

)
.

可以用公式直接计算得到 p 的置信度为 1→ α 的置信区间如下:
⎛

⎝X̄ → uα/2

√
X̄(1→ X̄)

n→ 1
, X̄ + uα/2

√
X̄(1→ X̄)

n→ 1

⎞

⎠ .

我们这里再介绍另外一种求 p 的置信度为 1 → α 的置信区间的方法. 因为总体 X ∼ B(1, p), 所以
n∑

i=1

Xi ∼ B(n, p). 依中心极限定理, 有

n∑

i=1

Xi → np

√
np(1→ p)

→ N(0, 1),

于是 X ≈ N(p,
p(1→ p)

n
). 利用枢轴变量法可以求出 p 的置信度为 1→ α 的置信区间为

(
X̄ → uα/2

√
p(1→ p)

n
, X̄ + uα/2

√
p(1→ p)

n

)
.

这里的 p 未知, 于是我们用 p̂ = X̄ 代入上式, 最后得到 p 的置信度为 1→ α 的置信区间近似为

⎛

⎝X̄ → uα/2

√
X̄(1→ X̄)√

n
, X̄ + uα/2

√
X̄(1→ X̄)√

n

⎞

⎠ .

事实上, 注意到

S∗2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi → X̄)2 = X̄(1→ X̄),

只需将 S 用 S∗ 代替就可以得到公式.
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8 假设检验

前面我们简单介绍了参数估计. 从本章起, 我们将进入数理统计的另外一个重要的内容-假设检验.
简单地说, 假设检验就是对总体的某些未知特征提出假设, 并利用样本信息来推断该假设的正确性. 本
章首先介绍假设检验的基本概念, 然后详细讨论正态总体的均值与方差的假设检验, 最后讲述拟合优度
检验及独立性检验.

8.1 假设检验的基本概念

8.1.1 假设检验问题的提出

我们先看几个例子. 例 8.1 某厂生产罐装食品, 每罐标准质量为 500 克. 根据经验认为质量服从正
态分布, 标准差为 10. 现随机抽取 10 罐, 称得其质量 (单位: 克) 为

495, 510, 505, 498, 503, 492, 502, 512, 497, 506

试问该厂生产是否正常?
若用 X 表示该厂生产的罐装食品的质量, 可以假定其服从正态分布 N(µ, 102). 于是该厂生产是否

正常等于判断总体的均值 µ 是否等于 500. 我们将“µ = 500”称为一个假设, 记为 H0 : µ = 500. 这在
统计上称为原假设或零假设. 经检验如果拒绝 H0, 则等价于接受“µ (= 500”. 我们将其也看成一个假
设, 记为 H1 : µ (= 50, 称之为备择假设或对立假设. 我们常将它们写在一起. 如在例 8.1 中, 假设为

H0 : µ = 500; H1 : µ (= 500.

例 8.2 某厂生产一批产品, 按质量要求, 其次品率应低于 5%. 现从这批产品中抽取 50 件检验, 发
现有 4 件次品. 试问该批次品能否出厂?
用 p 表示这批产品的次品率, 现在的问题就是判断“p ⇒ 0.05”是否成立. 我们将其看成原假设, 记

为 H0 : p ⇒ 0.05. 此时对立假设记为 H1 : p > 0.05. 合在一起写为

H0 : p ⇒ 0.05; H1 : p > 0.05.

这类假设检验问题称为单边检验 (原假设与对立假设各居一边), 而称假设 (8.1) 为双边检验 (对立
假设分居原假设的两边). 又如果假设中只含有一个假设, 如假设 (8.1) 中的原假设, 则称为简单假设, 否
则称为复合假设, 如假设 (8.2) 中的原假设.
如果检验的假设只涉及总体分布中的未知参数, 则称这种假设为参数假设检验, 除此之外的称为非

参数假设检验. 我们看下面的例子.
例 8.3 某种建筑材料, 其抗断强度以往一直服从正态分布, 今改变配料方案, 希望确定其抗断强度

的分布是否仍为正态分布?
上述例子就是一个非参数假设检验问题, 记 X 为建筑材料的抗断强度, 则原假设可以记为

H0 : X服从正态分布.
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8.1.2 假设检验的步骤

我们用例 8.1 来说明假设检验的具体操作过程.
首先还是先考虑均值 µ 的估计, 由第七章可知, 样本均值 X 是一个合理的估计 (它既是矩估计, 又

是极大似然估计). 从直观上, 若原假设 H0 : µ = 500 成立, 则样本均值 X 与 µ0 = 500 的差距不会太大.
这就要给出一个界限 k, 当 |X̄ → µ0| ≥ k 时, 则认为 X 与 µ0 = 500 的差距显著, 于是判断原假设 H0

不成立, 即对立假设 H1 成立; 当 |X̄ → µ0| < k, 则认为 X 与 µ0 = 500 的差距不显著, 于是判断原假设
H0 成立. 那么究竟应如何确定界限 k 呢?
在原假设 H0 成立的情况下,X̄ ∼ N(µ0,

ε2

n
), 其中 ε 已知 (ε = 10). 所以统计量

U =
X̄ → µ0

ε/
√
n

∼ N(0, 1).

又 |X̄ → µ0| ≥ k, 等价于 |U | ≥ k

ε/
√
n
. 于是若给定一个小概率 α(通常取 α 为 0.1,0.05,0.01 等), 在

H0 成立的条件下, 由
P (|U | ≥ k

ε/
√
n
) = α

即可确定界限 k =
ε√
n
uα/2.

例如, 取 α = 0.05, 则 uα/2 = 1.96. 又 ε = 10, n = 10 得 k = 6.2. 由例 8.1 的数据得, 样本均值
X̄ = 502, 所以 |X̄ → 500| = 2 < k = 6.2, 故认为原假设 H0 成立.
我们将统计量 U =

X̄ → µ0

ε/
√
n
称为检验统计量, uα/2 =

k

ε/
√
n
称为临界值, W = |U | ≥ uα/2 称为拒

绝域, 而称 |U | < uα/2 为接受域.
通过以上分析, 将假设检验的基本步骤归纳如下:
(1) 根据问题提出原假设 H0 和对立假设 H1;
(2) 构造一个合适的统计量 (往往由参数估计而来), 并在 H0 成立的条件下推导出该统计量的分布;
(3) 给出小概率 α, 确定临界值和拒绝域 W ;
(4) 由样本算出统计量的观察值, 若落在拒绝域 W , 则拒绝 H0; 若落在接受域, 则接受 H0.

8.1.3 假设检验的两类错误

从上面的讨论可以看出, 假设检验中可能犯以下两类错误: 第一类错误是原假设 H0 正确, 但由于
统计量的值落在拒绝域, 而拒绝了原假设 H0, 这类错误也称为弃真错误; 第二类错误是原假设 H0 不正

确, 但统计量的值落在接受域, 而接受了原假设 H0, 这类错误也称为存伪错误. 显然第一类错误的概率
就是上面提到的小概率 α, 即

P (拒绝H0|H0�真) = P (U ∈ W |H0为真) = α,

有时也称 α 为显著性水平. 第二类错误我们一般记为 β, 即

P (接受H0|H1为真) = P (U /∈ W |H1为真) = β.

107



计算 β 一般比较困难. 下面我们看一个例子, 初学可以略去.
例 8.4 设总体 X 服从 N(µ, 1), 现抽取样本 X1, X2, · · · , Xn 在给定显著性水平 α 下, 要检验假设

H0 : µ = µ0; H1 : µ = µ1.

求第二类错误的概率 β.
解 由前一段可知, 检验统计量为 U =

√
n(X̄ → µ0). 当原假设 H0 成立时,

U ∼ N(0, 1),

拒绝域 W = |U | ≥ uα/2, 此时第一类错误为 α; 当 H1 成立时, 不难看出

U ∼ N(
√
n(µ1 → µ0), 1).

第二类错误的概率为

β = P (接受H0|H1为真) = P (U /∈ W |H1为真)

= P (|U | < uα/2|µ = µ1)

= ![uα/2 →
√
n(µ1 → µ0)]→ ![→uα/2 →

√
n(µ1 → µ0)].

在进行假设检验时, 当然希望犯两类错误的概率越小越好. 但在给定样本容量的情况下, 犯两类错
误的概率不可能同时减小, 减少其中一个, 另外一个会增大. 基于这种情况,Neyman 与 Pearson(现代统
计学的奠基人 K.Pearson 的儿子) 提出了一个原则: 在控制第一类错误 α 的前提下, 使犯第二类错误的
概率 β 尽量小. 这称为 Neyman-Pearson 原则. 因为在假设检验中, 原假设与备择假设的地位不是对等
的, 往往会“保护”原假设. 也就是说, 只有在证据充分的情况下, 才拒绝原假设. 因此首先要控制第一
类错误的概率, 然后才考虑第二类错误. 值得说明的是, 根据 Neyman-Pearson 的基本思想, 拒绝原假设
是有充分证据的; 但接受原假设 H0, 则未必有充分的理由. 只能说“目前还找不到拒绝 H0 的理由, 于
是我们先接受 H0”. 此时不能认为原假设 H0 一定正确.

8.1.4 *p 值检验法

在假设检验中, 经常提到 p 值. 本小节我们简单介绍一下 p 值的概念. 这些内容初学可以略去不看.
对于假设检验

H0 : θ ∈ Θ0; H1 : θ ∈ Θ1.

检验统计量为 T = T (X1, X2, · · · , Xn), 拒绝域 W = |T | ≥ λ. 设 x1, x2, · · · , xn 为样本观察值, 检
验统计量 T 的观察值为 t = T (x1, x2, · · · , xn), 则 p 值定义为

p(x1, x2, · · · , xn) = sup
ε∈Θ0

Pε(|T | ≥ |t|).

事实上,p 值是基于样本观察值而计算出的拒绝原假设的概率 (当原假设为复合假设时, 取最大概
率). 由于 p 值依赖于样本观察值, 因此也是一个统计量. Fisher 曾称 p 值为“反对原假设依据的强度”
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. 当 p 值小于显著性水平 alpha 时, 我们拒绝原假设, 否则接受原假设. 可以这样形容 p 值的作用, 它将
假设检验的结果数量化了. 有了 p 值, 我们不仅知道接受还是拒绝原假设, 而且还知道接受或拒绝原假
设的“程度”. 随着计算机的普及,p 值的计算变得十分方便, 很多统计软件的假设检验均给出了 p 值.

8.2 正态总体均值的假设检验

8.2.1 单个正态总体 N(µ,ε2) 均值 µ 的假设检验

设给定显著性水平 α,X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X ∼ N(µ,ε2) 的一组样本. 检验问题为

H0 : µ = µ0; H1 : µ (= µ0.

1.ε2 已知 (u 检验)
这种情况我们在本章第一节已经做了详细的讨论, 检验统计量为 U =

X̄ → µ0

ε/
√
n

. 在原假设 H0 成立

的情况下,U ∼ N(0, 1), 于是检验的拒绝域为

W =

{
|U | =

∣∣∣∣
X̄ → µ0

ε/
√
n

∣∣∣∣ ≥ uα/2

}
.

这种检验方法称为 u 检验法. 如图所示.

图 18

例 8.6 已知某零件的长度 (单位: 厘米) 服从 N(µ, 1.12), 其标准长度 µ = 32.05. 现随机抽取 6 件,
测得长度为

32.56 29.66 31.64 30.00 31.87 31.03

试问这批零件的长度是否符合产品的要求? 显著性水平 α = 0.05.
解 检验统计量为 U =

X̄ → µ0

ε/
√
n

, 由样本观察值计算得 X̄ = 31.13. 将 µ0 = 32.05,ε = 1.1,n = 6 代

入得检验统计量的观察值 u = →2.05. 又 u0.025 = 1.96. 因此检验统计量的值落在拒绝域, 于是拒绝原假
设 H0. 即认为这批零件的长度不符合产品的要求.
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下面我们顺便讲一下单边检验. 先看检验问题:

H0 : µ = µ0; H1 : µ > µ0.

与问题 (8.6) 类似, 我们取检验统计量 U =
X̄ → µ0

ε/
√
n

, 在原假设 H0 成立的情况下,U 仍然服从

N(0, 1). 此时 U 的值大, 则判断原假设 H0 不成立. 于是拒绝域 W =

{
X̄ → µ0

ε/
√
n

≥ uα

}
. 同理, 对于单边

检验

H0 : µ = µ0; H1 : µ < µ0,

拒绝域 W =

{
X̄ → µ0

ε/
√
n

⇒ →uα

}
. 现在讨论更一般的单边检验问题:

H0 : µ ⇒ µ0; H1 : µ > µ0.

注意到问题 (8.10) 的原假设为复合假设. 我们仍取检验统计量 U =
X̄ → µ0

ε/
√
n

, 由于原假设是复

合假设, 我们不能认为在原假设 H0 成立的情况下,U ∼ N(0, 1). 但不难证明, 如果仍取拒绝域 W ={
X̄ → µ0

ε/
√
n

≥ uα

}
, 此时第一类错误均小于显著性水平 (事实上, 当 µ = µ0 时, 第一类错误等于 α, 而当

µ < µ0 时, 第一类错误小于 α). 所以我们仍取拒绝域 W =

{
X̄ → µ0

ε/
√
n

≥ uα

}
. 对于检验

H0 : µ ≥ µ0; H1 : µ < µ0,

其拒绝域与问题 (8.9) 相同. 由此可见, 单边检验与双边检验只是拒绝域中不等式的方向不同, 其他
并无太大差别, 因此在以后的检验问题中, 我们就不再对单边检验作详细介绍了.

2．ε2 未知 (t 检验)

由于 ε 未知, 我们用样本标准差 S =

√√√√ 1

n→ 1

n∑

i=1

(Xi → X̄)2 代替 ε. 于是检验统计量为 T =

X̄ → µ0

S/
√
n
. 由推论 6.1 可知, 在原假设 H0 成立的情况下,T ∼ t(n → 1). 于是检验的拒绝域为 W =

{
|T | = |X̄ → µ0

S/
√
n
| ≥ tα/2(n→ 1)

}
. 上述检验方法利用 t 统计量, 因此称为 t 检验法. 如图所示.

例 8.7 已知某厂生产 10 欧姆的电阻. 假设电阻值 (单位: 欧姆) 服从正态分布, 方差未知. 现随机抽
取 10 个电阻, 测得电阻值为

9.9 10.1 10.2 9.7 9.9 9.9 10 10.5 10.1 10.2

试问: 我们能否认为这批产品符合要求? 显著性水平 α = 0.05.
解 首先计算得样本标准差 S = 0.224. 将 X̄ = 10.05, µ0 = 10, n = 10 代入, 得检验统计量的观察

值 t = 0.707. 又 t0.025(9) = 2.262, 因此检验统计量的值落在接受域, 于是接受原假设 H0. 即认为这批产
品符合要求.
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图 19

8.2.2 两个正态总体 N(µ1,ε2
1), N(µ2,ε2

2) 的均值差的检验

设X1, X2, · · · , Xn1 是来自正态总体N(µ1,ε2
1)的一个样本,Y1, Y2, · · · , Yn2 为来自正态总体N(µ2,ε2

2)

的一个样本, 且两样本相互独立. 记 X 和 Y 分别为它们的样本均值,S2
1 和 S2

2 分别为它们的样本方差.
检验问题为

H0 : µ1 = µ2; H1 : µ1 (= µ2.

1.ε2
1 ,ε2

2 均已知

取检验统计量

U =
X̄ → Ȳ√
ε2
1

n1
+

ε2
2

n2

当原假设 H0 成立的情况下,U ∼ N(0, 1). 此时统计量 U 的绝对值不会太大. 因此, 在给定显著性水
平 α 下, 拒绝域

W =
{
|U | ≥ uα/2

}
.

例 8.8 设甲、乙两台机床生产同一产品, 今从甲机床生产的产品中抽取 30 件产品, 测得平均质量
为 130 克. 从乙机床生产的产品中抽取 40 件产品, 测得平均质量为 125 克. 假定两台机床生产的产品质
量均服从正态分布, 方差为 ε2

1 = 60,ε2
2 = 80. 问在显著性水平 α = 0.05 下, 两台机床生产的产品质量

是否有显著差异?
解 将 X̄ = 130, Ȳ = 125,ε2

1 = 60,ε2
2 = 80, n1 = 30, n2 = 40 代入, 得检验统计量的观察值

u = →2.5. 又 u0.025 = 1.96. 因此检验统计量的值落在拒绝域, 于是拒绝原假设. 即认为两台机床生产的
产品质量有显著差异.

2.ε2
1 ,ε

2
2 均未知但相等

由推论 6.3, 取检验统计量

T =

√
n1n2(n1 + n2 → 2)

n1 + n2

X̄ → Ȳ√
(n1 → 1)S2

1 + (n2 → 1)S2
2

.
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当原假设 H0 成立的情况下,T ∼ t(n1 + n2 → 2). 此时统计量的值应在 0 的附近. 因此, 在给定显著
性水平 α 下, 拒绝域

W = {|T | ≥ tα/2(n1 + n2 → 2)}.

例 8.9设某工厂利用两条自动化流水线灌装矿泉水.随机地抽取样本X1, X2, · · · , X12和 Y1, Y2, · · · , Y17,
它们是每瓶矿泉水的体积 (单位: 毫升). 计算得样本均值 X̄ = 501.1 和 Ȳ = 499.7, 样本方差 S2

1 =

2.4, S2
2 = 4.7. 假定两条流水线生产的矿泉水体积均服从正态分布, 且它们的方差相等. 问在显著性水平

α = 0.05 下, 两条生产线生产的产品是否有显著差异?
解 该题与例 7.18 相同, 只是在例 7.18 中是求均值差的置信度为 95% 的置信区间. 将样本观察值

代入得 t = 1.914, 又 t0.025(27) = 2.05. 因此检验统计量的值落在接受域, 于是接受原假设 H0, 即认为两
条生产线生产的产品没有显著差异. 该结论与例 7.18 相同.

8.2.3 基于成对数据的假设检验

上面讨论的两个正态总体均值的比较检验中, 这两个正态总体是相互独立的. 但在实际中, 并非
总是如此. 可能这两个正态总体的样本来自同一个总体的重复测量, 它们是成对出现且是相关的. 例
如, 考虑两种药品的效果, 测试了 n 个病人服药后的状况, 记为 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn). 其中
(Xi, Yi) 表示第 i 个病人服用两种药后的数据, 它们是有关系的. 这样的数据就称为成对数据. 现令
Zi = Xi → Yi, i = 1, 2, · · · , n. 假定 Zi ∼ N(µ,ε2), 且相互独立. 下面检验

H0 : µ = 0; H1 : µ (= 0,

这是一个正态总体均值的检验. 由于方差未知, 利用 t 检验法, 在显著性水平 α 下, 拒绝域 W ={∣∣∣∣
Z̄

SZ/
√
n

∣∣∣∣ ≥ tα/2(n→ 1)

}
. 其中 Z̄ =

1

n

n∑

i=1

Zi, S
2
Z =

1

n→ 1

n∑

i=1

(Zi → Z̄)2. 这个检验通常称为成对 t 检

验.
例 8.10 比较两种安眠药 A,B 的疗效, 以 10 个失眠患者作为试验对象. 对每个患者服药后, 记录其

延长的睡眠时间 (单位: 小时), 数据如下:

A 1.9 0.8 1.1 0.1 -0.1 4.4 5.5 1.6 4.6 3.4
B 0.7 -1.6 -0.2 -1.2 -0.1 3.4 3.7 0.8 0 2.0

问在显著性水平 α = 0.01 下, 两种药品是否有显著差异?
解 令 Zi = Xi → Yi, i = 1, 2, · · · , 10. 数据如下:

1.2 2.4 1.3 1.3 0 1.0 1.8 0.8 4.6 1.4

利用 t 检验法, 计算得 Z̄ = 1.58, SZ = 1.23. 代入得统计量的观察值 t =
Z̄

SZ/
√
n

= 4.06. 又

t0.005(9) = 3.25, 现 |t| = 4.06 > t0.005(9) = 3.25. 故拒绝原假设, 即认为两种药品有显著差异.
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8.3 正态总体方差的假设检验

8.3.1 单个正态总体 N(µ,ε2) 方差 ε2 的假设检验

设给定显著性水平 α, X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X ∼ N(µ,ε2) 的一组样本. 检验问题为

H0 : ε
2 = ε2

0 ; H1 : ε
2 (= ε2

0 .

这里假定 µ 未知. 由定理 6.2 知, 取检验统计量

χ2 =
(n→ 1)S2

ε2
0

.

在原假设 H0 成立的情况下,χ2 ∼ χ2(n → 1). 此时 χ2 的值不应太大或太小. 于是, 在给定显著性水
平 α 下, 拒绝域

W = {χ2 ⇒ χ2
1→α/2(n→ 1)} ⇔ {χ2 ≥ χ2

α/2(n→ 1)}.

上述检验称为 χ2 检验法. 如图所示.

图 20

例 8.11 设某厂生产的铜丝的折断力服从正态分布. 现从中随机抽取 10 根进行检验, 测得其折断力
(单位: 牛顿) 为

575 576 570 569 572 582 577 580 572 585

试问在显著性水平 α = 0.05 下, 能否认为该厂生产的铜丝的折断力的方差为 64?
解 由样本计算得 χ2 =

(n→ 1)S2

ε2
0

=
251.6

64
= 3.93. 又 χ2

0.975(9) = 2.70,χ2
0.025(9) = 19.02. 检验统

计量的值落在接受域. 故接受原假设, 认为该厂生产的铜丝的折断力的方差为 64.
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8.3.2 两个正态总体 N(µ1,ε2
1), N(µ2,ε2

2) 的方差比 ε2
1/ε

2
2 的假设检验

设X1, X2, · · · , Xn1 是来自正态总体N(µ1,ε2
1)的一个样本,Y1, Y2, · · · , Yn2 为来自正态总体N(µ2,ε2

2)

的一个样本, 且两样本相互独立. 检验问题为

H0 : ε
2
1 = ε2

2 ; H1 : ε
2
1 (= ε2

2 ,

同样我们假定均值 µ1, µ2 未知. 由推论 6.2, 统计量

F =
S2
1ε

2
2

S2
2ε

2
1

∼ F (n1 → 1, n2 → 1),

在原假设 H0 成立的情况下, 有 F =
S2
1

S2
2

∼ F (n1 → 1, n2 → 1). 在给定显著性水平 α 下, 拒绝域

W = {F ⇒ F1→α/2(n1 → 1, n2 → 1)} ⇔ {F ≥ Fα/2(n1 → 1, n2 → 1)}

上述检验称为 F 检验法. 如图所示.

图 21

例 8.12 设甲、乙两台机床加工同一种轴, 现随机抽取若干根, 测得直径 (单位: 毫米) 为

甲 : 20.519.719.820.420.120.019.019.9

乙 : 19.720.820.519.819.420.619.2

假定甲乙机床加工轴的直径均服从正态分布. 试问甲、乙两台机床加工的精度有无显著差异?
解 由样本计算得 S2

1 = 0.216, S2
2 = 0.397. 所以 F =

S2
1

S2
2

=
0.216

0.397
= 0.544.�F0.975(7, 6) =

1

F0.025(6, 7)
=

1

5.12
= 0.195, F0.025(7, 6) = 5.7. 因为 F0.975(7, 6) = 0.195 < F = 0.544 < F0.025(7, 6) =

5.7, 所以接受原假设 H0, 即认为甲、乙两台机床加工的精度无显著差异.
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8.4 * 拟合优度检验

前面两节讨论的假设检验都是在假定总体分布为正态分布的前提下进行的检验,这称为参数假设检
验. 在实际问题中, 我们常常不知道总体的分布类型, 这就需要对总体的分布类型进行推断, 如例 8.3 中
检验分布是否为正态分布. 这种检验称为分布拟合优度检验. 一般地, 假设如下:

H0 : F (x) = F0(x; θ),

其中 F0 为某个已知的分布函数,θ = (θ1, θ2, · · · , θr)′ 为未知参数.
下面介绍皮尔逊 χ2 拟合优度检验. 其基本思想就是利用事件的频率与概率之间的偏差构造检验统

计量. 我们先看最简单的问题:

H0 : P (X = xi) = pi, i = 1, 2, · · · , k,

其中 pi, i = 1, 2, · · · , k 为已知的概率, 满足
k∑

i=1

pi = 1 设 X1, X2, · · · , Xn 是一组样本. 构造皮尔逊

χ2 统计量的步骤如下:
(1) 计算 (X1, X2, · · · , Xn) 中取 xi 的实际频数 ni, i = 1, 2, · · · , k, 即

ni = {X1, X2, · · · , Xn中取xi的个数;

(2) 计算实际频数与理论频数的偏差平方和

χ2 =
k∑

i=1

(ni → npi)2

npi
,

这称为皮尔逊 χ2 统计量, 它度量了实际数据与理论分布 H0 的拟合程度.χ2 统计量的值越大, 则拟
合程度越差. 可以证明, 当假设 (8.18) 为真时,χ2 统计量的渐进分布为自由度 k → 1 的 χ2 分布.

(3) 在给定显著性水平 α 下, 拒绝域为

W = {χ2 ≥ χ2
α(k → 1)}.

下面我们考虑一般的假设检验问题 (8.17). 具体步骤如下:
(1) 将样本空间分为 k 个互不相交的事件 A1, A2, · · · , Ak.
(2) 计算样本 (X1, X2, · · · , Xn) 落在事件 Ai 的实际频数 ni, i = 1, 2, · · · , k,

ni = X1, X2, · · · , Xn落在事件Ai的个数.

(3) 计算每个事件 Ai 上的理论频数. 若参数 θ 未知, 先算出 θ 的极大似然估计, 然后计算理论上样
本落在事件 Ai 的概率 p̂i = P (X ∈ Ai|θ = θ̂), i = 1, 2, · · · , k. 最后得到每个事件上的理论频数为 np̂i.
也就是说, 应该有 np̂i 个样本落在事件 Ai 中.
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(4) 计算实际频数与理论频数的偏差平方和

χ2 =
k∑

i=1

(ni → np̂i)2

np̂i
.

(5) 在给定显著性水平 α 下, 下面定理给出了检验的拒绝域

W = {χ2 ≥ χ2
α(k → r → 1)}.

定理 8.1(Pearson-Fisher 定理) 当原假设 H0 为真时, 公式 (8.21) 定义的统计量的极限分布为自
由度为 k → r → 1 的 χ2 分布.
值得注意的是, 皮尔逊拟合优度检验只适合大样本情形, 通常要求 n ≥ 50. 将样本空间划分为事件,

要求每个事件上的理论频数不应太小, 一般每个 np̂i 最好不小于 5, 否则需将相邻的事件合并. 同时 k

不应太大或太小, 一般在 4 ∼ 20.

8.5 * 独立性检验

在实际应用中我们常会遇到这样的问题: 判断两个随机变量之间是否独立. 例如, 患肺癌与吸烟是
否有关, 患高血压与冠心病是否相关等. 这类问题我们可以用本章第四节的 χ2 拟合优度加以检验.
设 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn) 为二维总体 (X,Y ) 的一个样本, 我们的问题是检验:

H0 : X�Y ��.

分别将随机变量X 与 Y 的取值范围分成 r个与 s个互不相交的区间A1, A2, · · · , Ar和B1, B2, · · · , Bs.

用 nij 表示指标 X 落在 Ai, 指标 Y 落在 Bj 的样本点的个数. 又记 ni. =
s∑

j=1

nij , i → 1, 2, · · · , r;n.j =

r∑

i=1

nij , j = 1, 2, · · · , s. 我们将这些数据用表 10 给出, 此表称为列联表.

B1 B2 · · · Bj · · · Bs 行和

A1 n11 n12 · · · n1j · · · n1s n1.

A2 n21 n22 · · · n2j · · · n2s n2.

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ai ni1 ni2 · · · nij · · · nis ni.

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ar nr1 nr2 · · · nrj · · · nrs nr.

列和 n.1 n.2 · · · n.j · · · n.s n

表 10: r × s 列联表

记 pij = P (X ∈ Ai, Y ∈ Bj), i = 1, · · · , r; j = 1, · · · , s; pi· = P (X ∈ Ai), i = 1, · · · , r; p·j = P (Y ∈
Bi), j = 1, · · · , s.
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于是独立性检验就相当于检验:

H0 : pij = pi·p·j , i = 1, · · · , r; j = 1, · · · , s.

该假设中含有 r + s 个未知参数 pi·ji = 1, · · · , r; p·j , j = 1, · · · , s. 但显然有
r∑

i=1

pi. = 1,
s∑

j=1

p.j = 1,

因此仅有 r + s→ 2 个独立的未知参数. 下面用 χ2 检验法对其加以检验. 首先用极大似然估计对未知参
数进行估计. 当原假设成立时, 似然函数为

L =
r∏

i=1

s∏

j=1

p
nij

ij =
r∏

i=1

s∏

j=1

(pi.p.j)
nij =

r∏

i=1

pni.
i.

s∏

j=1

p
n.j

.j

=
r→1∏

i=1

pni.
i.

(
1→

r→1∑

i=1

pi.

)nr. s→1∏

j=1

p
n.j

.j

(
1→

s→1∑

j=1

p.j

)n.s

对数似然为

lnL =
r→1∑

i=1

ni. ln pi. + nr. ln
(
1→

r→1∑

i=1

pi.

)
+

s→1∑

j=1

n.j ln p.j + n.sln(1→
s→1∑

j=1

p.j)

解似然方程组

φ lnL
φpi·

=
→nr

1→
∑r→1

i=1 pi·
+

ni·

pi·
= 0, i = 1, · · · , r → 1;

φ lnL
φp·j

=
→n·g

1→
∑s→1

j=1 p·j
+

n·j

p·j
= 0, j = 1, · · · , s→ 1.

得

p̂i· =
ni·

n
, i = 1, · · · , r; p̂·j =

n·j

n
, j = 1, · · · , s.

将其代入 χ2 检验统计量

χ2 =
r∑

i=1

s∑

j=1

(nij → np̂i.p̂.j)2

np̂i.p̂.j
=

r∑

i=1

s∑

j=1

(nij → ni.n.j/n)2

ni.n.j/n

当原假设成立时, 它的渐进分布为自由度 rs→ (r+ s→ 2)→ 1 = (r→ 1)(s→ 1) 的 χ2 分布. 于是, 在
给定显著性水平 α 下, 检验的拒绝域为 W = {χ2 ≥ χ2

α(r → 1)(s→ 1))}.
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